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PRÉFACE. 


Le  plan  de  ce  Livre  lui  attirera  sans  doute  deux  reproches 
opposés  :  les  Géomètres  s'étonneront  d'y  voir  traitées  si  rapide- 
ment des  questions  si  diverses,  sans  que  la  place  mesurée  à  chacune 
d'elles  corresponde  à  son  importance  scientifique;  les  Ingénieurs 
pourront  trouver  superflus  les  Chapitres  consacrés  aux  Fonctions 
analytiques  et  aux  Fonctions  elliptiques. 

C*est  que  l'Ecole  Polytechnique  n'est  ni  une  école  de  pure 
théorie,  ni  une  école  de  pure  application.  Elle  ne  cherche  pas  à 
former  directement  des  savants  ou  des  praticiens.  Son  but,  nette- 
ment défini  par  ses  fondateurs,  est  de  donner  à  de  futurs  Élèves- 
Ingénieurs,  militaires  ou  civils,  une  instruction  scientifique 
étendue  et  solide,  qui  leur  permette  plus  tard  non  seulement  de 
diriger,  mais  de  perfectionner  les  services  puljlics  auxquels  ils 
seront  attachés. 

Ces  principes  généraux  déterminent  avec  précision  le  caractère 
du  Cours  d' Analyse  professé  en  seconde  année. 

La  place  la  plus  importante  y  est  due  aux  Théories  fonda- 
mentales dont  la  Mécanique,  la  Physique,  l'Art  de  l'Ingénieur 
ou  du  Constructeur  font  un  perpétuel  usage  :  j'ai  donc  consacré 
la  moitié  de  mes  leçons  aux  Équations  différentielles,  qui  inter- 
viennent dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  posent  les 
Sciences  appliquées,  et  dont  l'étude  est  d'ailleurs  la  question 
maîtresse  de  l'Analyse;  j*aî  insisté  spécialement  sur  les  procédés 
d'intégration  et  de  réduction,  en  les  éclairant  par  des  exemples 
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variés;  j'ai  donné  enfin  une  idée  des  mélhodes  employées  pour 
Tétude  directe  des  solutions,  principalement  dans  le  cas  parti- 
culier des  équations  linéaires.  En  vertu  des  mêmes  principes,  j'ai 
développé  avec  soin  la  Théorie  des  Intégrales  multiples,  si  utile  à 
l'Électricien;  j'en  ai  fait  des  applications  à  la  Géométrie,  à  la 
Mécanique;  j'y  ai  rattaché,  en  quelques  pages,  les  Intégrales 
Eulériennes. 

Mais  le  but  de  Tinstitulion  polytechnique  n'eût  pas  été  atteint 
si  le  Cours  d^ Analyse  n'avait  dépassé  ce  cadre  un  peu  étroit, 
mesuré  aux  besoins  actuels  des  Ecoles  d'Ingénieurs  :  en  vue  des 
perfectionnements  possibles  de  l'application,  il  était  indispensable 
d'aller  au  delà,  en  introduisant  dans  le  Cours  des  notions  mathé- 
matiques d'un  ordre  plus  élevé,  simplifiées  cependant  par  l'effort 
continu  des  Géomètres,  et  mûres  pour  l'utilisation  pratique. 

Ce  développement  de  l'instruction  a  un  autre  avantage.  On  ne 
possède  en  efiet  la  méthode  et  la  sûreté  qui  sont  nécessaires  pour 
plier  à  une  application  nouvelle  une  théorie  d'Analyse,  même 
élémentaire,  que  si  l'on  est  maître  de  celle-ci  :  il  convient  dès  lors 
de  l'avoir  dépassée,  de  connaître  ses  liens  avec  les  théories  voi- 
sines qui  la  prolongent  et  l'illuminent.  L'Algèbre,  par  exemple, 
et  la  Géométrie  de  Descartes,  en  éclairant  la  vieille  Géométrie 
d'Euclide,  n'en  ont-elles  pas  rendu  le  maniement  plus  facile  et 
plus  sûr? 

On  comprend  maintenant  dans  quel  but  ont  été  inscrites  au 
Programme  de  ce  Cours  les  deux  Théories  des  Fonctions  analy- 
tiques et  des  Fonctions  elliptiques,  dans  leurs  parties  élémentaires. 

La  première,  en  raison  de  son  importance  mathématique,  ne 
peut  être  ignorée  de  ceux  qui  cultivent  les  sciences  exactes;  elle 
intéresse  aussi  les  fonctions  réelles,  dont  elle  précise  certaines 
propriétés  fondamentales;  elle  permet  d'étudier  les  solutions  des 
E(jnations  différentielles  quand  l'intégration  directe  est  impos- 
sible; elle  conduit  enfin  à  la  doctrine  des  Fonctions  elliptiques. 
Celle-ci,  prolongement   naturel   de  la  Trigonométrie,  offre   des 
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applicatioDS  fécondes  et  variées  à  l'Analyse,  à  la  Géométrie,  à  la 
Mi^caniqiie;  ses  formules  se  traduisent  en  chiffres  avec  facilité; 
ellçs  sont  simples,  souples,  d^un  maniement  aisé,  et  il  serait  injuste 
d'affirmer  a  priori  qu'on  en  a  épuisé  toutes  les  conséquences 
utiles. 

Dans  cette  partie  du  Cours,  qui  remplit  le  milieu  du  Volume, 
j'ai  réduit  au  minimum  la  théorie  pure,  en  l'effaçant,  autant  que 
possible,  devant  les  applications.  J'ai  pris  comme  guides  les  Traités 
classiques  de  Briot  et  Bouquet  et  de  M.  Jordan  :  le  point  de  vue 
est  donc  plutôt  le  point  de  vue  de  Gauchy  que  celui  de  Weierstrass 
et  d'Hermite.  J'ai  laissé  de  côté  les  méthodes  de  Riemann  :  elles 
m'étaient  d'ailleurs  inutiles,  car  les  seules  fonctions  algébriques 
dont  j'étudie  l'intégrale  dépendent  d'une  racine  carrée.  Pour  les 
fonctions  elliptiques,  j'adopte  les  principes  et  les  notations  de 
Weierstrass,  en  me  bornant  à  signaler  l'ancienne  fonction  sna. 

Le  Livre  complète  mon  Gours  oral  par  plusieurs  propositions 
générales  sur  les  fonctions  uniformes,  et,  en  particulier,  par  les 
théorèmes  célèbres  de  M.  Mittag-Leffler  et  de  Weierstrass;  le 
Lecteur  trouvera  également,  à  la  fin  du  Volume,  quelques  Exer- 
cices, traités  jusqu'au  bout,  qui  le  familiariseront  avec  l'emploi 
des  fonctions  elliptiques. 

M.  Painlevé  a  bien  voulu  me  donner,  pour  la  rédaction  de  mes 
LeçonSy  les  conseils  et  les  directions  les  plus  utiles;  je  lui  adresse 
ici  tous  mes  remercîments. 

Paris,  février  1904. 
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D'ANALYSE 


PREMIÈRE  PARTIE. 

COMPLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  L 

INTÉGRALES  MULTIPLES. 


L  -  NOTION  DE  L'INTÉGRALE  MULTIPLE. 


1 .  Retour  sur  la  notion  d'aire.  —  La  définition  analytique  de 
l'aire,  donnée  aux  n^  274-275  du  Tome  I,  a  besoin  d'être  précisée 
el  dégagée  de  certaines  liaisons  géométriques. 

Soit,  dans  le  plan,  un  champ  fini,  C,  limité  par  un  contour  y, 
et  rapporté  à  deux  axes  quelconques,  Ox  et  Oy,  faisant  entre  eux 
an  angle  9.  Sur  chaque  axe  marquons  les  points  de  coordonnées 
entières,  . . .,  —  3,  —  a,  —  i ,  o,  +  i ,  -1-2,4-3,  . . .;  partageons 
chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales,  puis  chacune 
de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite.  A  un  instant 
quelconque  de  cette  division,  menons,  par  chacun  des  points 
marqués  sur  un  axe,  des  parallèles  à  l'autre  axe  :  cette  réglure 
partage  le  plan  en  losanges  égaux. 

Considérons,  à  un  instant  quelconque,  ceux  des  losanges  qui 
H.  —  II.  I 
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sont  situés  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C  :  leur  aire  totale 
ne  peut  évidemment  que  s'accroître  quand  on  passe  d'une  divi- 
sion à  la  suivante,  puisque  chacun  des  losanges  primitifs  se  trouve 
alors  partagé  en  huit  autres,  également  intérieurs  à  C,  et  que  de 
nouveaux  losanges  peuvent  s  y  ajouter.  D'ailleurs,  Taire  totale 
considérée  reste  évidemment  inférieure  à  un  nombre  fixe,  par 
exemple  à  l'aire  d'un  losange  de  côtés  parallèles  aux  axes,  com- 
prenant le  champ  :  elle  tend  donc  vers  une  limite  finie  Â,  que 
l'on  nommera  aire  du  champ  C,  par  rapport  aux  axes  Ox  el  Oy. 
De  même,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  losanges  qui,  à  un 
instant  quelconque,  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C,  ou 
dont  une  partie  seulement  est  dans  G,  leur  aire  totale  ne  peut  que 
décroître  quand  on  passe  d'une  division  à  la  suivante;  comme 
elle  reste  supérieure  à  zéro,  elle  tend  vers  une  limite  finie,  A'  :  je 
dis  que  A'  est  identique  à  A,  c'est-à-dire  que  l'aire  totale  des 
losanges  qui  mordent  sur  la  surface  du  champ  a  pour  limite  zéro. 

2.  Pour  l'établir,  supposons  que  le  contour,  y?  ^^  champ  ne 
soit  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy; 
à  chaque  valeur  de  l'abscisse  x  comprise  entre  deux  limites, 
a  et  6  [Jig'  i,  (a  <  b)],  répondent,  sur  le  contour  y,  deux  points 

Fig.  i. 


^1 

nn: 

7  y 

/  /  À 

h 

m/; 
/p-l 

0/     CL      X  œ^  b 

M  et  N,  d'ordonnées  y,  (a:)  et  j^2(^)-  Supposons  que  y^  ^^  yft 
soient  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle  a6,  extrémités 
comprises  :  la  continuité  étant  uniforme  (Tome  I,  n°  11),  soient 
T,,(e)  et  v)2(e)  les  modules  de  continuité  uniforme  de  ces  deux, 
fonctions,  pour  le  nombre  e;  sir;  est  le  plus  petit  des  deux,  l'iné- 
galité 

(0        mod(r-0<.         entraîne         j  ,,d[^.(n~r.(0]<  s, 
\  et  Ç'  étant  des  valeurs  de  l'intervalle  ab  (Tome  I,  n**  2S8). 
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Considérons  maintenant,  à  un  instant  quelconque,  une  division, 
PP,  de  l'axe  des  x^  ayant  pour  longueur  p  ;  soient  x  et  x^  les 
abscisses  de  P  et  V\  MP  et  M'F  sont  yi(^)  et  j^i(a?').  Si  p  est 
inférieur  à  v),  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  quel- 
conques de  l'arc  MM'  sera,  en  vertu  de  (i),  inférieure  à  e  :  il  en 
résulte  aisément  qiie,  à  Tinstant  considéré,  le  nombre  des  losanges 
qui  appartiennent  à  la  tranche  comprise  entre  les  droites  PMN, 
P'M'N',  et  qui  contiennent  des  points  de  l'arc  MM',  est  inférieur 

à  — ha.  La  même  conclusion  s'applique  à  l'arc  NN'  :  la  somme 

des  aires  des  losanges  qui  contiennent  des  points  de  l'un  ou  de 
l'autre  arc  est  donc  plus  petite  que  a(e  -|-  2p)psinO. 

Désignons,  à  l'instant  considéré,  par  v  le  nombre  des  divi- 
sions PP',  de  l'axe  des  x^  qui  comprennent  des  points  du 
segment  ah  :  chacune  des  divisions  PP'  ayant  pour  longueur  p, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'aire  totale  des  losanges  conte- 
nant des  points  du  contour  y,  c'est-à-dire  mordant  sur  le  champ  G, 
est  inférieure  à 

(2)  v.2(6-H  2p)psin6; 

comme  d'ailleurs  pv  est  évidemment  plus  petit  que  b  —  a  +  2p, 
l'expression  (a)  est  inférieure  à  2sinO(e  H- 2p)(6 — a-h2p), 
quantité  qui  peut  décroître,  avec  e  et  p,  au-dessous  de  toute  limite. 

G.    Q.    F.    D. 

La  démonstration  est  la  même  pour  un  contour  rencontré  par 
une  parallèle  à  Oy  en  un  nombre  de  points  supérieur  à  deux, 
mais  fini. 

3.  Expression  analjrtique  de  l'aire.  —  Reprenons  la  tranche  des 
losanges  compris,  à  un  même  instant,  entre  les  droites  PMN 
et  P'M'N'  :  ceux  d'entre  eux  qui  sont  complètement  intérieurs  au 
champ  G  forment  une  file  dont  la  longueur,  comptée  parallèlement 
à  Oy^  est  ûra  plus  égale  à  MiN;  ceux  qui  sont  intérieurs  à  G  et  ceux 
qui  mordent  sur  G  forment  une  file,  de  longueur  au  moins  égale 
à  MN  :  sous  une  autre  forme,  la  quantité  MN  p  sinO  estjcomprise 
entre  les  aires  de  ces  deux  files.  En  répétant  le  même  raisonnement 
pour  tou(es  les  tranches,  on  voit  que  la  somme 

(3)  SMNpsinO,        ou        S[7i(a:)— j^i(a?)](iF'— a?)siii6, 
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étendue  à  toutes  les  divisions  PP',  est  comprise  entre  l'aire  totale 
des  losanges  intérieurs  à  G  et  l'aire  totale  des  losanges  intérieurs 
à  G  ou  mordant  sur  G.  Ges  deux  dernières  aires  ayant  une  même 
limite,  Â,  qui  est  l'aire  du  champ,  il  en  sera  de  même  de  la 
somme  (3).  D'ailleurs  celle-ci  a  évidemment  pour  limite  l'inté- 

grale  définie  sinO  /     [j^3(^) — y\  {x)\dx^  de  sorte  que  l'on  a 


(4) 


A  =  sin6    /    [yt{s!)'-yx{x)]dx. 


Si  l'on  avait  procédé  par  tranches  parallèles  à  O^,  on  aurait 
trouvé  de  même  : 

Ubis)  A  =  sine   /     [3P%{y)— Xx{y)\dy, 

Je 

les  notations  s'expliquant  d'elles-mêmes. 

Plus  généralement,  si  le  contour  de  l'aire  est  rencontré  par  une 
parallèle  à  l'axe  des  y^  d'abscisse  x^  en  un  nombre  fini  de  points, 
et  si  '^{x)  est  la  longueur  totale  que  le  champ  intercepte  sur  cette 
parallèle,  on  aura,  pour  A, 

(5)  A  =sine  f   \{x)dx, 

et  une  expression  semblable  par  une  intégrale  en  y. 

4.  Influence  du  choix  des  axes.  —  L'aire  d'un  champ,  telle  que 
nous  l'avons  définie,  dépend,  en  apparence,  du  choix  des  axes  de 
coordonnées;  nous  allons  montrer  qu'elle  en  est  indépendante. 

Tout  d'abord,  dans  les  expressions  (4),  (4  bis)  et  (5)  de  A, 
n'intervient  évidemment  que  la  direction  des  axes;  comme 
d'ailleurs  un  changement  d'axes  autour  de  Torigine  peut  s'opérer 
en  modifiant  les  deux  axes  l'un  après  l'autre,  il  suffira  d'établir 
que  l'expression  (5)  garde  la  même  valeur  quand  on  conserve 
l'axe  Oy^  en  changeant  l'axe  des  x^  l'origine  demeurant  fixe. 

Soient  donc  Qx  et  Ox^  l'ancien  et  le  nouvel  axe  des  a:;  8  et  8i 
les  angles  j^Ox  et  j^  0^1  ;  on  a,  pour  Taire  du  champ  dans  les  deux 
systèmes, 

A  =  sin8   /     \{x)dx^        Ai  =  sinôi   /      \\(^Xx)  dxi. 
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D'ailleurs  {^fig.    2),  les   abscisses  ancienne  et  nouvelle  d'un 
même  point,  Q,  du  plan,  x  et  ^i,  sont  liées  par 

(6)  rr  sin 6  =  â7i  sin ôi ; 

enfin,    si   x  et  X\    vérifient  cette  relation,   les  deux  fonctions 


A(:r)  elX|(a:i)  sont  égales,  puisque  toutes  deux  représentent  la 
longueur  MN.  Cela  posé,  faisons,  dans  l'intégrale  A<,  le  change- 
ment de  variable  défini  par  (6);  il  vient,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède, 

Ai  =  sîn6i   /     X(a?)rfar-:— r- =  sin6  /     X(a?)rfa?=A, 
Ja  sine,  J^ 

car 

a  sinO  r=  éZi  sinBi,        <6  sind  =  61  sinOi, 

ainsi  que  le  montre  immédiatement  \di  Jig,  2. 

La  définition  de  Taire  ayant  maintenant  une  base  analytique 
solide^  nous  pouvons  passer  à  celle  de  Fintégrale  double. 

5.    Intégrale  double.  —  Pour  les  anciens  analystes,  la  notion 
d^intégrale  double  se  rattachait  à  celle  de  volume,  de  même  que 

Fig.  3. 


la  notion  d'intégrale  simple  se  rattachait  à  la  notion  d^aire.  Soit 
en  effet,  dans  le  plan  des  xy  (axes  rectangulaires),  une  aire 
limitée,   C  {fig-  3)  :  pour  évaluer  le  volume  compris   entre  la 
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surface  z=^f{x^y)^  le  plan  des  xy  et  le  cylindre  droit  ayant 
pour  base  C,  on  peut  décomposer  Taire  C  en  éléments  très  petits, 
Ao-,,  Ag'2,  ...,  At„,  ...,  et,  si  Ton  désigne  par  Xn^yn^^  point  quel- 
conque de  l'élément  Ao-;,,  on  comprend  intuitivement  que  le  volume 
proposé  est  la  limite  de  la  somme 

lorsque  les  dimensions  des  éléments  Ad^  tendent  vers  zéro  dans 
tous  les  sens.  Celle  limite  se  représente  par  le  symbole 

/  /   f{^,y)d^i     ou     Sc/(a:,^)û?cj; 

sa  signification  géométrique  montre  qu'elle  est  indépendante  du 
mode  de  division  de  Taire  C  en  éléments,  ainsi  que  du  choix  du 
point  x,t^  y,i  dans  chaque  élément.  En  particulier,  si  Ton  divise  G 
en  éléments  infiniment  petits  par  des  parallèles  à  0;r,  distantes 
de  dy^  et  par  des  parallèles  à  Oy^  distantes  de  dx^  Télément 
d'aire  rfcr  sera  dx  dy,  et  l'intégrale  double  s'écrira 


j  j  f{^>y)dxdy. 


6.  Théorème.  —  Il  est  clair  que  cette  définition  est  tout  à  fait 
insuffisante,  au  point  de  vue  analytique,  comme  Tétait  celle  de 
l'intégrale  simple  par  une  aire.  Mais  on  peut,  en  admettant  la 
continuité  de  la  fonction  /{^o^  y)  dans  Taire  C  et  sur  son  contour, 
et  en  supposant  cette  aire  limitée,  établir  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  Von  décompose  l'aire  C,  supposée  d'un  seul  tenant,  en 
éléments  de  surface  At< ,  Aa'2,  . . .,  At«,  , ..,  et  si  Xn^yn,  est  un 
point  quelconque  pris  à  l'intérieur  de  l'élément  Ao-;i,  ou  sur 
son  contour,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  Aa„  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  /i nie  et  déterminée, 
indépendante  du  mode  de  décomposition  de  l'aire  G  et  du 
choix  des  points  Xn^  y n' 
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7.    Pour  le  démontrer,   suivons  exactement  la  même  marche 
que  dans  la  théorie  de  Tintégrale  définie  (Tome  I,  n^  2o9). 

On  commence  par  considérer  un  mode  de  décomposition  parti- 
culier de  l'aire  G  et  un  choix  particulier  des  points  a:,i,  y^  A  cet 
effet  on  marque,  sur  les  axes  0:r  et  Oy^  supposés  rectangulaires, 
les  points  aux  distances  ...,  — 3,  — 2,  — 1,0,  -|-i,  +2,  -|-3,  ... 
de  Torigine,  et  par  chacun  de  ces  points  on  mène  les  perpendi- 
culaires à  l'axe  correspondant;  on  divise  ensuite  chaque  inter- 
valle, sur  Oj?  et  sur  O^,  en  deux  autres  égaux;  par  les  nou- 
veaux points  de  division  on  mène  encore  des  perpendiculaires; 
et   ainsi   de   suite.  A  chaque   période   de   cette  division,   on  a 
décomposé  le  plan  en  carrés  égaux  :  soit  alors,  à  un  instant  quel- 
conque, ùi'Sn  Taire  d'un  de  ces  carrés  compris  entièrement  dans 
Taire  G,  ou  la  portion  d'aire  intérieure  à  G  d'un  carré  non  com- 
pris entièrement  dans  G;  si  rrin  est  le  minimum  de /"(aTjj^^)  pour  les 
points  a*,  y  de  Taire  A(t,i  et  de  son  contour,  on  considère  la  somme 

S  =  2  rrin  A^/,, 

et  Ton  démontre  qu'elle  a  une  limite  finie  et  déterminée  en 
observant  :  i*^  qu'elle  est  inférieure  à  MG,  M  étant  le  maximum 
de  f{x^  y)  dans  Taire  G,  et  G  étant  1^  valeur  de  cette  aire; 
2?  qu'elle  croît  quand  Ton  passe  d'une  division  à  la  suivante. 

Soit  Sc/(^,^)rf<T  la  limite  ainsi  obtenue;  on  établit  ensuite, 
en  calquant  les  raisonnements  du  n^  260,  Tome  I,  les  corollaires 
suivants. 

Corollaire  i**.  —  Si  l'on  partage  Taire  G  en  deux  autres  G| 
et  G2,  par  une  ligne  A,  on  a 

Sc=  Se, -h  Se,. 

En  effet,  à  un  instant  quelconque  de  la  division  de  Taire   en 

carrés,  désignons  par  S,  S|,  S2  les  sommes  qui  ont  pour  limites 

Se,  Sep   Se,;   la  différence  S  —  S|  —  S2  provient  seulement  des 

carrés  ou  portions  de  carrés  intérieurs  à  G,  et  traversés  par  la 

ligne  A.  Soient  5  la  somme  des  aires  de  ces  carrés,  Mq  le  maximum 

du  module  àe  f[x^y)  dans  G  et  sur  son  contour;  la  différence 

S  —  Si  —  Sa  est  évidemment,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  2Mo^  : 

or  ii  est  clair  que  s  tend  vers  zéro  avec  les  côtés  des  carrés,  ce 

qui  établit  la  proposition. 
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Plus   généralement,    si    Ton    partage    l'aire    C    en    p    autres 
C|,  C2,  ...,  G;,,  on  a  de  même 

(0  Se  =  Scj-4- Sc,-h...-h  Sc^. 

I 

Corollaire  2^.  —  Les  ntn  étant  compris  entre  le  minimum,  m, 
et  le  maximum,  M,  de/(^,  y)  dans  G,  on  a  évidemment 

et,  à  la  limite,  en  désignant  par  G  l'aire  du  champ  G, 

mC<Scf(x,y)da<MG, 
d*où 

jx  étant  compris  entre  m  et  M.  Gomme  /'(^,  y)  prend  la  valeur  \l 
en  un  point  Ç,  t^  de  G  ou  de  son  contour  (Tome  I,  n**  8),  on  a 

(2)  Sc/(ar,^)rf(i=C/(î,Y)). 

G'est  le  théorème  de  la  moyenne. 

Montrons  enfin  que  la  somme  Yt/^Xn^yn)  Ao",,,  où  la  loi  de  dé- 
composition de  l'aire  G  et  le  choix  du  point  x„^yn  dans  l'élé- 
ment Affrt  sont  arbitraires,  a  pour  limite  ^zf{x^y)d^.  On  a, 
par(i)  et  (2), 

Sc/(a?,  J^)C?<J  =  SA(j.4-SAff,    -l-...-4-SA<y«-H... 


\n^  '^n  étant  un  point  de  l'élément  Ao-;^  ou  de  son  contour.  On  en 
conclut  : 

(3)      ^f{xn,  yn)  £i<7n-Scf(x,  y)  d^  =  1,  Acr«[/(^;„  J^«)-/(U,  nn)l 

Mais  /(x^y)  est  uniformément  continue  (Tome  I,  n**  H)  dans 
l'aire  G  :  cette  fonction  admet  donc,  pour  tout  nombre  £,  un  mo- 
dule de  continuité  uniforme  ^(e),  c'est-à-dire  que,  si  les  diflFé- 
rences  x^ — x  eiy — y  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures,  àYj(e), 
la  diflFérence/(.r',  j>^')  —  f{x^  y)  est  inférieure  à  e.  Or  les  aires  Ao-u 
tendant  vers  zéro,  il  arrivera  un  moment  à  partir  duquel  chacune 
d'elles  sera  comprise  dans  un  carré  dont  les  côtés,  parallèles  aux 
axes,  ont  pour  longueur  r,  (e)  :  alors  les  différences  Xn — Ç/i  et 
yn  —  'f\n  resteront,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  7](e),  puisque 
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les  deux  points  ^„^  r\n  et  Xnj  yn  appartiennent  à  Taire  Ao*,,  ou  à  son 
contour;  la  diflFérence  fi^Xn-^yn) — /(^/ij  '^\n)i  restera  donc,  en 
valeur  absolue,  inférieure  à  e,  et  Ton  aura  dès  lors,  d'après  (3), 

mod[2/(ar„,^»)A<T;,— Sc/(ir,  j^)rfa]<eS  A<Trt=  eC, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  limite  dont  Texistence  est  ainsi  établie  se  nomme  Vintégrale 
double  àe  la  fonction  /{x^y)^  prise  dans  le  champ  d^ intégra- 
tion C,  et  se  représente  par  les  notations  indiquées  au  n^  5. 

8.  Volâmes.  —  Soit,  dans  l'espace,  un  solide  fini.  S,  limité  par 
une  surface  fermée,  S.  Désignons  par  0:r,  Oy^  Oz  trois  axes 
rectangulaires,  sur  chacun  desquels  nous  marquerons  les  points 
de  coordonnées  entières,  ...,  — 3,  —  2,  — 1,0,  +1 ,  +2,  +3, .... 
Partageons  chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales, 
puis  chacune  de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite. 
A  un  instant  quelconque  de  cette  division^  menons,  par  chacun 
des  points  marqués,  des  plans  normaux  à  Taxe  correspondant  : 
nous  partageons  ainsi  Tespace  en  cubes  égaux. 

On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
des  n«  1-2, 

i^  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  au  solide  S  tend 
vers  une  limite  V  ; 

2^  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  des  cubes 
qui  mordent  sur  S  tend  vers  une  limite  V; 

3^  Que  ces  deux  limites  coïncident. 

Leur  valeur  commune,  V,  sera,  par  définition,  le  volume  du 
solide  S  par  rapport  aux  axes  Od?,  Oy^  Oz. 

Il  est  aisé  d'en  donner  une  expression  analytique. 

Considérons  la  tranche  des  cubes  qui,  à  un  instant  quelconque 
de  la  division,  est  comprise  entre  deux  plans  successifs,  normaux 
à  O^,  de  cotes  z  et  z'  (-s'>  ^)  :  le  solide  S  intercepte,  sur  le  plan 
de  cote  5,  une  portion  d'aire  <3'(5).  Or  ceux  des  cubes  de  la 
tranche  considérée  qui  sont  complètement  intérieurs  à  S  ont 
évidemaient  un  volume  total  inférieur  à  (-s' — z)(t(z)\  ceux  qui 
sont  intérieurs  à  S  et  ceux  qui  mordent  sur  S  ont  un  volume  total 
supérieur  à  la  même  quantité.  En  répétant  le  même  raisonnement 


m 
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pour  toutes  les  tranches  on  voit  que  la  somme 

(4)  2(y-.z)cr(^), 

étendue  à  toutes  les  divisions  ^ — z  de  l'axe  des  Zy  est  comprise 
entre  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  le  volume  total 
des  cubes  intérieurs  ou  mordant  sur  S  :  elle  a  donc  pour  limite  le 
volume  V  du  solide.  D'ailleurs  la  somme  (4)?  d'après  sa  forme 
mémC;  tend,  lorsque  les  divisions  z'  —  z  décroissent  indéfiniment, 

vers  l'intégrale  définie    /    o-(s)rf^,  a  ei  b  désignant  le  minimu 

et  le  maximum  de  la  cote  z  d'un  point  de  la  surface  limite  du 
solide.  On  a  donc 

(5)  V=  f   <i{z)dz, 

et,  si  l'on  procède  par  tranches  normales  à  Ox  ou  à  Oy,  on 
trouve  de  même 

(6)  V=    r  \,{x)dx=   f  \i(jr)df, 

les  notations  n'ajant  pas  besoin  d'être  expliquées. 

L'expression  (5)  de  V  ne  dépend  évidemment  que  de  la  direc- 
tion de  l'axe  des  z;  une  remarque  analogue  s'applique  aux 
expressions  (6).  Il  en  résulte  que  le  volume  d'un  solide,  tel  que 
nous  l'avons  défini,  est  indépendant  du  choix  des  axes  :  car  on 
peut  toujours  passer  en  trois  temps  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires à  un  autre  de  même  origine,  un  axe  étant  laissé  fixe  à 
chaque  temps. 

9.  Autres  expressions  du  volume.  —  Soit  C  la  région  du  plan 
des  ûoy  à  l'intérieur  de  laquelle  se  projettent  les  points  du  solide  S  ; 
à  un  instant  quelconque,  le  plan  des  xy  se  trouve,  d'après  l'hypo- 
thèse, divisé  en  carrés  égaux  :  appelons  Ao-  l'aire  d'un  carré  inté- 
rieur à  C,  ou  l'aire  de  la  partie  intérieure  à  C  d'un  carré  mordant 
sur  C.  L'un  et  l'autre  des  carrés  considérés  sert  de  base  à  une  file 
de  cubes,  parallèle  à  Oz.  Désignons  para:,^  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'aire  Ao*;  par  X^x^y)  la  longueur  totale  interceptée  par 
le  solide  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  z  issue  de  ce  point  :  ceux  des 
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cubes  de  la  file  envisagée  qui  sont  intérieurs  au  solide  ont  un 
volume  total  évidemment  inférieur  à  )v(a:,  y)Ao";  en  répétant  le 
même  raisonnement  pour  toutes  les  files  qui  rencontrent  le  solide, 
sommant  et  passant  à  la  limite,  on  obtient  ainsi  Tinégalité 


y^fjMx,jr)d7. 


De  même,  en  considérant  les  cubes  de  la  file  qui  sont  intérieurs 
au  solide  on  qui  mordent  sur  lui,  on  trouvera 

nJjMx,y)da', 
on  a  donc  rigoureusement,  puisque  V':^  V  (n**  8), 

ce  qui  exprime  le  volume  par  une  intégrale  double,  car  X(:r,^) 
peut  se  calculer  sans  quadrature,  dès  qu^on  connaît  Téquation  de 
la  surface  qui  limite  le  solide.  En  procédant  par  files  parallèles 
à  Oo:  ou  Oy,  on  obtiendra  deux  autres  expressions  analogues 
pour  V. 

10.  Intégrale  triple-  —  L'intégrale  triple  se  définit  de  la  ma- 
nière suivante.  Soit  /(^,  JK?  ^)  ^^^  fonction  de  trois  variables 
continue  à  l'intérieur  d'un  corps  ou  volume  limité,  V;  si  Ton  dé- 
compose V  en  éléments  de  volume,  AVi,  ...,  AV^,  ...  et  si 
XniXny  ^n  cst  Un  point  quelconque  de  l'élément  AV„,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  AV/i  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  de  V  et  du  choix  des  points 

Cette  limite  se  représente  par  le  symbole 

En  particulier  si  Ton  divise  le  volume  V  en  éléments  infiniment 
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petits  par  des  plans  normaux  à  0:r  distants  de  dx^  à  Oy  distants 
de  dy^  à  Oz  distants  de  dz  (axes  rectangulaires),  l'élément  de 
volume  AV  sera  dxdydz  et  l'intégrale  triple  s'écrira 


/  I  j  /(x,  y,  z)  dxdydz. 


On  démontre,  comme  dans  le  cas  de  l'intégrale  double,  que 
l'intégrale  triple  existe  et  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  du  volume  V,  ainsi  que  du 
choix  des  points  Xn^yny  ^n-  Il  suffit  que  /{x^y^  z)  soit  continue 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  du  volume  V,  supposé  lui-même 
limité  dans  tous  les  sens  :  ce  volume  est  dit  champ  dUntégra- 
tion  de  l'intégrale  triple. 

H.  Remarque.  —  Pour  définir  une  intégrale  double  ou  triple 
il  faut  donc  se  donner,  non  seulement  la  fonction  à  intégrer,  mais 

un  champ  dUntégration,  aire  pour  /  /,  volume  pour  f  f  f  - 

Analytiquement  le  champ  est  défini  par  une  ou  plusieurs  iné^ 
galités;  par  exemple,  si  le  champ  est  l'intérieur  du  cercle 
^^+ )'2=  R^,  on  peut  dire  que  l'intégrale  double  est  étendue  à 
tous  les  points  x^y  qui  vérifient  l'inégalité 

L'existence  de  l'intégrale  double  ou  triple  n'a  été  établie  qu'à 
la  condition  que  le  champ  soit  fini  (c'est-à-dire  n'ait  aucun  point 
à  l'infini)  et  que  la  fonction  à  intégrer  soit  continue  à  l'intérieur 
et  sur  le  contour  de  ce  champ.  On  essaiera  plus  tard  de  s'affranchir 
de  ces  restrictions. 


II.  —  CALCUL  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


12.  Lemme  I.  —  Décomposons  le  champ  C,  d'une  intégrale 
double,  en  rectangles,  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  et  cela  d'une  manière  quelconque;  faisons  tendre 
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ensuite  vers  zéro,  suivant  une  loi  arbitraire,  les  deux  dimensions 
de  chaque  rectangle. 

A    un   instant  quelconque,  Taire  C  est  ainsi  décomposée  en 

Fig.  4. 


éléments  At^,  dont  certains,  ombrés  sur  la  figure,  proviennent  de 
rectangles  mordant  sur  C.  Je  dis  qu'on  peut  négliger  dans  la 
somme 

dont  la  limite  est  l'intégrale  double   /  /  f{x^  y)  rf(j,  les  termes  (  *  ) 

qui  correspondent  à  ces  éléments  ombrés.  La  limite  de  la  nouvelle 

somme  sera  toujours 

r  r 


Si 


La  valeur  absolue  de  la  partie  négligée  est  en  effet  inférieure 
à  MqT,  Mo  désignant  le  maximum  du  module  de /{x^  y)  dans 
l'aire  C,  el  v  la  somme  des  aires  ombrées  :  comme  o*  tend  évidem- 
ment vers  zéro  (^)  en  même  temps  que  les  dimensions  de  tous  les 
rectangles,  le  lemme  est  établi. 

On  verrait  de  même  que  l'on  peut  remplacer  dans  la  somme  (i), 
sans  changer  sa  limite,  chacune  des  portions  ombrées  (')  par  Taire 
totale  du  rectangle  auquel  elle  appartient. 

Lemme  II.  —  Soit  l'intégrale  simple  1=  /  ^{y)^y^  ^^ 
Ton  suppose  y' <y'i  et  où  f  (jk)  est  une  fonction  continue  Ae  y. 


(  ^  )  Ou  quelques-uns  seulement  des  termes. 

(^)  Car,  lorsque  les  dimensions  des  reclanglesdeviennent  suffisamment  petites, 
Taire  ombrée  totale  finit  par  rester  comprise  entre  la  courbe  C  et  une  courbe 
parallèle  et  intérieure  à  G,  aussi  voisine  qu*on  veut  de  G. 

(*)  Ou  quelques-unes  seulement. 
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Désignons  par  7|o7|27  ...,7^;t9  •«•j^;?  ^^s  quantités  croissantes, 
arbitrairement  choisies  entre  y'  et  y"  \  posons,  pour  la  symétrie 
des  notations,  j^'  =  7jo,^=  7)^,^1,  et  soient  ^k  et  M^le  minimum 
et  le  maximum  de  ^{y)  entre  •r\k  et  'r\k^^.  Je  dis  que  I  est  compris 
entre  les  deux  sommes 

En  effet  on  peut  écrire 

f     -h  /      +...-4-  /        -h. ..-H  /        ; 

»!•  •^TQi  *^i\k  ^fif 

et  Ton  a  (Tome  I,  n«  263,  2°) 

ce  qui,  par  addition  des  inégalités  analogues  membre  à  membre, 
démontre  la  proposition. 

13.  Calcul  de  l'intégrale  double.  —  Cela  posé,  pour  calculer 
l'intégrale  double 

nous  admettrons,  ce  que  Ton  peut  toujours  réaliser  par  le  partage 
de  l'aire  C  en  plusieurs  autres,  que  le  contour  du  champ  n'est 
coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy  (*). 

Divisons  le  champ  en  tranches  verticales  par  dBs  parallèles 
à  Oy^  menées  par  les  points  Xq,  Xi,  .  . . ,  Xmy  . . . ,  X©  de  l'axe 
des  X  (Jig'  5);  x©  et  X©  sont  les  abscisses  extrêmes  des  verti- 
cales qui  rencontrent  le  contour  du  champ  (xo  étant  inférieur 
à  Xo),  et  Xf ,  . . . ,  Xm^  .  •  •  sont  marqués  arbitrairement  en  allant 
de  Xo  vers  Xo . 

Considérons  maintenant  la  tranche  comprise  entre  les  verti- 
cales Xm  et  Xm^i  ;  divisons-la  en  rectangles  par  des  horizontales, 
dont  les  deux  extrêmes  passent  par  les  points,  d'ordonnées  y'„^ 


(*)  Pour  simplifier  le  langage,  on  appellera  verticales  }es  parallèles  à  O^; 
horizontales  les  parallèles  in  Ox. 
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et  y^j  OÙ  la  verticale  Xm  rencontre  le  contour  du  champ 
(^m<^m);  soient  Tn,  71a,  . . . ,  t^a,  ...,  tj;,  les  points  de  division 
sur  cette  verticale. 

Désignons  par  [k/tm  et  M^m  le  minimum  et  le  maximum  de 
y(a:,  j^)  sur  le  segment  Ti^^Ti^^,  ;  en  vertu  de  la  définition  de  l'in- 
tégrale J  et  du  lemme  I,  J  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
doubles 


et 


m      k 


m     k 


Dans  chacune  de  ces  sommes,  considérons  les  termes  qui  cor- 
respondent aux  rectangles  de    la   tranche  ^m^m+i  ;   le  facteur 

Fig.  5. 


0   .zb>acw 


Xiii-»-i 


Xq    jd 


ûCau^i  —  jT/nleur  cst  commun  et  pcut  sortir  du  signe  sommatoireS;^, 
de  sorte  que  les  deux  sommes  s^écrivent 

Or  \t.km  et  ^km  sont  le  minimum  et  le  maximum  de/{x,y)  sur 
le  segment  v^^tTi^^^i,  c'est-à-dire  de  la  fonction /(ar^j^K)?  lorsque  x„i 
étant  regardé  comme  constant,  y  varie  de  r\/i  à  vj^t^i.  Donc,  en 
vertu  du  lemme  II,  on  a 

étant  bien  entendu  que  dans  l'intégrale    /      f{xm'iy)dy^  Xm  est 

tJyt 
J  m 

regardé  comme  une  constante  et  que  la  variable  d'intégration 
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est  y.  Cette  intégrale  est  dès  lors  ane  fonction  de  Xm^  dont 
dépendent  aussi  ses  limites  ^J^  ^^  y^mî  appelons-la  F(x^),  en 
posant  (*) 

(3)  f  V(^«.r)^J^  =  P('«)- 

Multiplions  maintenant  par  JTm+i  — Xm,  (quantité  positive)  les 
trois  membres  des  inégalités  (a),  et  faisons  la  somme  pour  tous 
les  intervalles  Xm^m^î  •  nous  voyons  que  la  somme 

est  comprise  entre  les  deux  sommes 

Mais,  comme  on  Ta  dit  plus  haut,  ces  deux  dernières  ont 
pour  limite  Fintégrale  double  J,  lorsque  les  intervalles  Xm-^m+t 
et  T^A'^lA+i   tendent  vers  zéro;  la  première  somme  a  évidemment 

pour  limite  Tintégrale  simple    /      F(x)dXj  et  l'on  a  dès  lors,  eu 

remplaçant  F(j:)  par  sa  valeur  (3), 

(4)  }=J\(x)dx  =  J     dx\jf{x,y)dyl 

y  eiy  étant  les  ordonnées  des  points  où  la  verticale  d'abscisse  x 
rencontre  le  contour  du  champ. 

On  voit  ainsi  que  l'intégrale  double  se  calcule  à  l'aide  de  deux 
quadratures  simples  successives;  dans  l'intégrale  simple  en  j^,  que 
l'on  calcule  d'abord,  x  est  traité  comme  une  constante,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut,  de  sorte  que  celte  intégrale  est  une  fonc- 
tion de  x^  qui  figure  aussi  dans  ses  limites  y  et  y,  La  fonction 
de  X  obtenue  ainsi  doit  ensuite  être  intégrée  par  rapport  à  x 
entre  x^  et  Xo,  ces  deux  limites  étant  des  constantes  absolues. 

14.  Remarque  I.  —   Le  résultat  aurait  été  le  même,  puisque 


(*)  Il  est  facile  d'établir  que  F(x)  est  uoe  fonction  continue  de  x,  entre  a;« 
et  X,,  si  y'  et  y'  sont  elles-mêmes  des  fonctions  continues  de  x  dans  le  même 
intervalle,  extrémités  comprises. 
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l'intégrale  double  a  une  valeur  unique,  si  l'on  avait  procédé  par 
tranches  parallèles  à  Ox,  Si  donc  yo  et  Y©  sont  les  ordonnées 
des  parallèles  extrêmes  à  Ox  qui  rencontrent  le  contour  du 
champ,  et  ^,  x^  les  abscisses  (fonctions  de  y)  où  le  contour  est 
coupé  par  la  parallèle  à  Ox  d'ordonnée  j>^,  on  aura(*) 

(5)        /  '^^r/'^/(^'^)^^l=/  '^^[jT    /f^,J^)^^l. 

15.  Remarque  II.  —  Dans  le  cas  où  le  champ  d'intégration  est 
un  rectangle  {Jig^  6),  compris  entre  les  parallèles  aux  axes 

X  =  a,        X  =  6;        Y  =  c,        Y  =  d        {a<b,  c<d), 

les  limites  j^  et  y  de  l'intégrale  /  /{^iy)  dy  sont  indépen- 
dantes  de  x  et  égales  k  c  ei  d]  x^  et  Xo  sont  a  et  b.  De  même, 


Fig.  6. 


3/ 


CL 


JC 


au  second  membre  de  (5),  les  limites^©  et  Yq,  x'et  a/',  sont  aussi 
c  e\.  d,  a  et  é,  de  sorte  que  la  formule  (5)  devient 

f     dx  \     f(x,y)dy=:  f     dy  l    f{x,y)dx\ 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  : 

Entre  des  limites  constantes,  on  peut  renverser  V ordre  des 
intégrations. 

Mais  on  ne  peut  le  faire  avec  sécurité  que  si  la  fonction  f{x^  y) 
est  continue  dans  le  rectangle,  supposé  lui-même  fini,  car  l'exis- 
lence  de  l'intégrale  double  n'est  établie  que  dans  ces  conditions. 


(  I)  Eq  supposant  que  les  parallèles  k  Ox  coupeni  le  contour  du  champ  en  deux 
points  au  plus. 

H.  —  II.  a 
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Règle.  —  En  résumé,  voici  la  règle  à  retenir  pour  le  calcul 
de  Vintégrale  double  j  j  /(x^y)dxdy. 

On  écril 

fd^[fA^.y)dy^; 

dans  l'intégrale  j  f{x^  y)<^yi   que  Ton  calcule  d'abord,  x  est 

regardé  comme  constant,  et  les  limites  sont  les  valeurs  de  y  qui 
correspondent  aux  deux  points  du  contour  du  champ  dont 
l'abscisse  est  x,  la  limite  inférieure  étant  la  plus  petite  de  ces 

deux  valeurs;  dans  l'intégrale  /  dx  j  /{x,  y)  dy  que  Ton  cal- 
cule ensuite,  les  limites  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur 
que  prend  x  sur  le  contour  du  champ. 

16.   Calcul  de  l'intégrale  triple.  —  Pour  calculer 

J  j  I  f(x,y,  z)dW     ou     j  j  J  f{x,y,z)dxdydz, 

on  peut  raisonner  exactement  comme  on  vient  de  le  faire  dans  le 
cas  de  l'intégrale  double;  toutefois,  pour  abréger,  nous  présente- 
rons la  démonstration  sous  une  forme  moins  rigoureuse  et  plus 
sommaire  :  il  n'y  aurait  aucune  difficulté  à  rétablir  la  rigueur. 

Admettons  encore,  ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser  par  le 
partage  du  champ  en  plusieurs  autres,  que  la  surface  qui  limite  le 
volume  donné  V  n'est  coupée  qu'en  deux  points,  au  plus,  par 
toute  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Divisons  le  champ  V  en  tranches  verticales,  par  des  cjHndres 
juxtaposés,  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres,  et  de  généra- 
trices parallèles  kOz  {Jig^  7). 

Soient  di  l'aire  de  la  section  (droite)  d'un  de  ces  cylindres  par 
le  plan  des  xy]  x^  y  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  l'intérieur 
ou  sur  le  contour  de  cette  aire;  z'  et  z'*  les  cotes  des  deux  points 
où  la  verticale  du  point  x^  y  coupe  le  contour  du  champ. 

Décomposons  maintenant  la  tranche  verticale  considérée  en 
éléments  de  volume  infiniment  petits  par  des  plans  normaux  à  O2, 
distants  de  dz.  Si  z  est  la  cote  d'un  point  d'un  de  ces  éléments, 
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dont  le  volume  est  d^dz^  le  terme  de  l'intégrale  triple  qui  cor- 
respond à  Télément  envisagé  est  f{Xj y,  z)d<7dz]  la  somme  des 
termes  analogues  qui  correspondent  aux  éléments  du  volume  V 
situés  à  l'intérieur  dû  cylindre  considéré  est  évidemment,  à  la 
limite, 


(6) 


dfs 


X  ei  y  étant  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale  en  z,  11 
faut  faire  maintenant,  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  triple,  la 
somme  des  expressions  (6)  qui  correspondent  à  toutes  les  tranches 


J/ 


ICg£)Jp*3/ 


verticales  comprenant  des  points  du  volume  V  :  cette  nouvelle 
somme  s'étend  par  suite  à  toutes  les  aires  rfcr  et  à  tous  les  points  x^y 
situés  à  l'intérieur  du  contour  apparent,  C,  du  volume  V  sur 
le  plan  des  xy.  Le  résultat  de  la  sommation  est  donc,  à  la  limite, 
V intégrale  double 


SHX 


/(^,7»  ^)dz 


]■ 


prise  dans  le  champ  C;  ce  champ,  répétons-le,  est  l'intérieur 
du  contour  apparent  du  volume  V  sur  le  plan  desxy,  ou  encore, 
la  région  du  plan  des  xy  à  l'intérieur  de  laquelle  se  projettent  les 
points  de  ce  volume. 
Sous  le  bénéfice  de  cette  définition,  on  a  donc 

fJJ'f^^'^'  ^)^dydz=JJdxdy\j      f{x,  y,  z)dzV 

et  l'on  ne  devra  pas  oublier  : 

I**  Que  5'  et  5"  sont  fonctions  de  a:  et ^; 
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2°  Que  X  ety  sont  regardés  comme  constants  dans  l'intégration 
par  rapport  à  z. 

On  calculera  ensuite  l'intégrale  double  par  la  règle  donnée  plus 
haut. 

17.  Remarque.  —  Si  le  volume  V  est  l'intérieur  du  parallélé- 
pipède rectangle  P,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes  et  dont 
les  faces  ont  pour  équations 

X  =  ai,        X  =  ai;        Y  =  6|,        Y  =  6j;        Z  =  Ci,        Z  =  c», 

on  a  évidemment,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus, 
r  r  /*  /*""  /•*•  z*^» 

les  limites  sont  donc  toutes  des  constantes  absolues.  Les  intégra- 
tions commencent,  comme  toujours,  par  la  droite. 
Par  exemple 

11/  ^y^  dx  dy  dz  =   I       dx  1      dy  j      xjz  dz, 

et,  puisque  ^  et^  sont  regardés  comme  constants  dans  Tintégraie 
en  z,  ainsi  que  x  dans  l'intégrale  en  y,  on  peut  écrire 

f      X  dx  j     y  dy  j      z  dz, 
c'est-à-dire 

cl  —  cl  6| — b\  a\  —  a\ 


De  même 


JjJ  *p(^)  'l'(^)  /-(-*)  ^  ^y  ^^ 


f      o{x)dx  f      ^(y)dy  /      i{z)dz, 

le   second  membre  étant   ainsi  le  produit   de   trois   intégrales 
simples. 
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III.  -  APPLICATIONS. 


I**  Volumes, 

18.  Expressions  diverses.  —  D'après  le  n^  9,  le  volume  d'un 
solide,  S,  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  région  finie  C  du 
plan  des  xy^  s'exprime  par  l'intégrale  double 

(i)  JjH^,y)dxdy, 

X(ar,  y)  désignant  la  longueur  interceptée  par  le  solide  sur  la 
parallèle  à  O2  d'abscisse  œ  et  d'ordonnée j^  (axes  rectangulaires). 
En  particulier  : 

1**  Le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  surface 
z  =/'(Xj  y)j  et  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe 
fermée,  C,  du  plan  des  xy,  a  pour  expression 

i^)  j  j  f{^,y)dxdy, 

en  supposant  que  toute  parallèle  à  O2,  ayant  son  pied  à  l'intérieur 
de  C,  ne  rencontre  la  surface  z  z=.f(^x^  y)  qu'en  un  point. 

2®  Pour  un  solide  se  projetant  dans  la  région  C  du  plan  des  xy^ 
et  coupé  en  deux  points,  de  cotes  z^{x^  y)  et  Z2{x^  y)^  parla 
parallèle  à  Oz  issue  de  tout  point  (x,  y)  de  cette  région,  le 
volume  est 


(3) 


jj  [^i(^,  r )  —  '»!  (^>  y)]  dx  dy  ( s, >  ^1  ). 


Enfin,  si  l'on  peut  calculer  directement  Vaire^  ^{^)^  que  le 
solide  S  intercepte  sur  le  plan  normal  à  O^,  de  cote  z^  le  volume 
de  ce  solide  (n*  8)  s'exprime  encore  par  l'intégrale  simple 


(4) 


J     <t{z)dz, 


a  et  6  désignant  le  minimum  et  le  maximum  de  la  cote  Zy  sur  la 
surface  limite  du  solide. 
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Remarque,  —  Il  est  clair  que  le  volume  du  solide  S  est  égale- 
ment donné  par  Tintégrale  triple 


^5) 


/  /   /  dxdy  dz. 


car  celle-ci,  par  définition,  est  la  somme  des  éléments  de  vo- 
lume AV;,,  intérieurs  au  solide.  Elle  se  ramène  d^ailleurs  immé- 
diatement à  Pexpression  (i). 

Donnons  quelques  applications  de  ces  formules. 

19.  Volume  du  tétraèdre.  —  En  menant  la  hauteur  SO  d'un 
tétraèdre  SABC,  on  décompose  le  tétraèdre  en  trois  autres,  de 
sommet  S,  ayant  pour  bases  respectives  les  triangles  OAB,  OAC, 
OBC.  Il  suffit  donc  de  savoir  calculer  le  volume  d'un  tétraèdre, 
SOAB  par  exemple,  dont  une  arête  est  en  même  temps  hauteur. 

Le  point  O  étant  l'origine  {fig-  8),  OS  l'axe  des  5,  OA  Taxe 

Fig.  8. 
X 


des  X  (axes  rectangulaires),  et  la  longueur  OA  étant  prise  pour 

unité  de  longueur  afin  de  simplifier  les  formules,  posons  OS  =  c, 

et  soient 

my  —  a?  =  o,         \i.y  —{x  —  i)  =  o, 

les  équations  des  droites  OB  et  AB  dans  le  plan  des  xy. 

Le    volume    du    tétraèdre    SOAB   est    donné    par   l'intégrale 
double  (2) 

z  dxdy. 


jf 

^    «/OAB 


OÙ  Z  est  la  cote  du  point  d'abscisse  x  et  d'ordonnée  y^  dans  le 
plan  SAB.  Ce  plan  ayant  pour  équation 


X  -\ \i.y  —  1  =  0 
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le  volume  cherché,  V,  a  pour  expression 

\=  I    I      c{i  —  x  +  \ï.y)dxdy, 


le  champ  étant  l'intérieur  du  triangle  OAB.  Pour  faire  le  calcul, 
écrivons  suivant  la  règle 

V  =  c   /  dy  /(i  —  x-\-  ^y)  dx. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  x  sont  les  valeurs  de  Tabscisse  x 
qui  correspondent  aux  points  P  et  Q  où  la  parallèle  à  Oa;,  d'or- 
donnée^, coupe  le  contour  du  champ  ;  ce  sont  donc  my  et  1 4-  ^-y  ; 
quant  aux  limites  de  l'intégrale  en  y,  ce  sont  o  et  l'ordonnée  du 

Point  B,  c'est-à-dîre  •  Ainsi 
'                         m  —  [X 

I  dy  j  {i  —  X -h  iiy)  dXf 

0  *^my 

y  étant  regardé  comme  conslant  dans  l'intégrale  en  x^  Effectuons 
les  calculs;  il  vient 


/»m— {jL        r  I      ni 

V  =  c    I  dyUi-^^y)x-'-x^\ 

i  1 

Jo  ^  ^L        3(î^  — 'w)       Jo  6(/n  — 


f^) 


L'aire  de  la  base  OAB  élant  —, r  et  la  hauteur  SO  étant  c, 

2(m  — [x)  ' 

OQ  retrouve  l'expression  classique  du  volume  du  tétraèdre. 

20.  Remarque.  —  On  a  commencé  par  l'intégration  en  a:;  on 
aurait  pu  commencer  par  celle  eay  et  écrire 

V  =  c  I  dx  j  (i  —  X  -h  y^y)dy. 

Les  limites  pour  l'intégrale  on  y  sont  les  ordonnées  des  points 
où  la  parallèle  à  O^,  d'abscisse  x,  coupe  le  contour  du  champ; 
la  limite  inférieure  est  o,  mais  la  limite  supérieure  est  Vy  de  la 
droite  OB,  ou  Vy  de  la  droite  BA,  selon  que  x  est  plus  petit  ou 
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plus  grand  que  OH,  en  désignant  par  H  le  pied  de  la  hauteur  BH 
Il  faut  donc  décomposer  Tintégrale  en  deux 

//  -//■  -//  • 

et  écrire  successivement,  puisque  OH  est  égal  à  — 3—' 


m  X 


jr  — 1 


11=1  dx   I  (i  —  X'\-yLy)df. 

J   «/HBA       «/    ^  «/j 

w  — |JL 

Les  calculs  s'achèvent  alors  sans  difficulté. 

21 .  Volume  de  l'ellipsoïde.  —  Soit  Tellipsoïde 

X^  yî  ^« 

-r  -4-  y^  H-  — —  1  =  0; 

la  section  de  cette  surface  par  le  plan  normal  à  O2,  de  cote  2,  est 
l'ellipse 

ô»  "^  6*"  "^'"^  ^' 

^  étant  regardé  comme  une  constante.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont 


son  aire,  <t(3),  est  donc 

) 


'^«^('-J^ 


On  aura  dès  lors  le  volume  de  l'ellipsoïde  par  la  formule  (4)  ^ 


2°  Centres  de  gravité, 
22.  Définition.  —  On  définit  les  coordonnées  i,  ri,Ç  du  centre 
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5  = 


de  gravité  d'un  corps  homogène,  V,  par  les  formules 

j  l    I  xdxdydz  j  j    l  y dx dy dz 

I  I    j  dxdy  dz  j  j    j  dxdy  dz 

I  I    I  dx  dy  dz 

les  intégrales  triples  étant  toutes  prises  à  Tintérieur  du  corps  Y. 
D'ailleurs  l'intégrale  /  /  /  rf:rrf^rf2,  qui  figure  au  dénominateur, 
est  le  volume  de  ce  corps. 

23.    Exemple.  —  Centre  de  gras^ité  <Vun  demi-ellipsoïde,  — 
Considérons  {fig*  9)  l'ellipsoïde 


^*   .    y 


a' 


T-^7ï=^' 


proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  portion 
de  ce  volume  située  en  avant  du  plan  des  zx. 


Par  raison  de  symétrie,  le  point  cherché  sera  sur  l'axe  des  j^; 
il  suffit  donc  de  calculer  sa  coordonnée  tj.  D'ailleurs  le  volume  du 

demî-ellipsoïde  étant  -^izabcy  on  aura 

-iiaôcT)  =  I  j  j  y  dx  dy  dZf 

rinlégrale  ajant  pour  champ  le  demi-corps.  Écrivons 

-  'Kabcr^  =   1  j  dx  dz  j  y  dy. 


26       PREMIÈRE  PARTIE.  —  COMPLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

Les  limites,  pour  l'intégrale  en  y,  sont  o  et  rordonnéedu  poÎDt 
où  la  parallèle  Oy,  d'abscisse  x  et  de  cote  5,  coupe  l'ellipsoïde, 
en  avant  du  plan  des  zx;  l'équation  de  l'ellipsoïde  étant 

a:^         y»        z^ 
a*        6*        c' 

l'ordonnée  en  question  est 


Quant  au  champ  de  l'intégrale  double  en  :&  et  ^,  c'est  évidemment, 
dans  le  plan  des  0:3,  Tintérieur,  C,  de  Tellipse  principale  ABA'. 
Ainsi,  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  ky,  on  a 

I  nabc^  =f£  ,/x  rf.  Ç  (,  -  g  -  II) . 

Calculons  l'intégrale  double  dans  C.  Les  limites  pourz,  quand  x 

est  donné,  sont  —  cl/  i 5  et  4-  ci/  i ^  ;   les  limites  de  x 

sont  ensuite  — a  et  +a;  donc 

==?/r''"r('-S)'-n-.^'"(-S)1 

=-i-/>(-s)'H-r-(-s)'- 

On  calcule  l'intégrale  en  x  par  le  changement  de  variable 


1C 


2  4      r* 

j:  =  acoscp,  d*où  -icarj  =  -ha    \      sin^^â?<p; 

3 
d'après  le  n"  273  du  Tome  I,  l'intégrale  simple  est  égale  à  -^it; 

donc  : 

3  3 

Trr  =26-771:;         c'esl-à-dire        71  =  -  6. 
16  8 
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2Â.   Od  dëfinit  de  même  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane,  G, 
par  les  formules 

j   l  X  dx  dy  j   \  y  dx  dy 


/    /  dx  dy  /    /  dx  dy 


et  l'on  a  ainsi  à  calculer  trois  intégrales  doubles;  celle  qui  figure 
en  dénominateur  est  l'aire  du  champ  C. 


3®  Moments  d^inerlie. 

25-  Définition.  —  On  nomme  moment  dUnertie  d'un  élément 
de  volume  par  rapport  à  une  droite  le  produit  de  la  masse  de 
l'élément  par  le  carré  de  sa  distance  à  la  droite;  le  moment 
d'inertie  d'un  corps  est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  élé- 
ments de  volume  qui  le  composent.  Si  donc  V  est  le  corps,  si  [x 
est  la  densité  de  l'élément  <fV,  r  sa  distance  à  la  droite,  le  moment 
d'inertie   du  corps  V  sera 


-///-• 


dW. 


Pour  un  corps  homogène,  [jl  =  const.;  et  tout  revient  à  calculer 
rinlégrale  triple 


//x 


r^dS. 

V 


26-  Exemple.  —  Moment  dUnertie  d\in  prisme  rectangu- 
laire par  rapport  à  un  de  ses  axes,  —  Soit  le  prisme  d'arêtes 
2 a,  2  0,  ac,  dont  le  centre  est  l'origine,  et  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  aux  axes.  Son  moment  d'inertie  par  rapporta  O^  est, 
en  faisant  [Jt  =  i, 


l  =  I  1  I  {x^-hy^)dxdydz; 


et,  puisque  le  champ  est  un  parallélépipède  rectangle  de  faces 
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parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  on  a  (remarque  du  n°  17)  : 

/•+«         /•"*■*         /*"*"** 
1=        /        dx   I        dy  j        {x^-\-y^)dz 

J—a  ^—b  *^—c. 

y^  +  n  /*■*"* 

=  2C  /        dx   \        Kx^-\-y^)dy 
*/-rt         J—b 

=  2C  j        dxlx^y-^  ^  \      =ibc  j        (  a?'-*-  — j  rfiF= -a6c(a*-h6*). 


IV.  —  CHANGEMENT  DE  VARIABLES  DANS  UNE  INTÉGRALE 

MULTIPLE. 


27.  Coordonnées  polaires.  —  Nous  traiterons  le  cas  de  l'inté- 
grale double  en  considérant  d^abord  un  exemple  particulier. 
Dans  Tintégrale 

^=  j  j  f{^iy)dxdy, 

prise  dans  un  champ  limité  C,  on  fait  le  changement  de  variables 

rF  =  pcosaj,        j«'  =  psin(o, 

et  l'on  demande  l'expression  transformée  de  I,  en  p  et  o). 

L'intégrale  proposée  s'écrit   /  /  f{x^y)d7^  rfo*  étant  l'élément 
d'aire  du  plan  :  or,  si  l'on  divise  le  champ  en  éléments,  par  des 

Fig.  10. 


circonférences  ayant  pour  centre  l'origine  et  par  des  rayons  issus 
de  ce  centre  {fig»  lo),  l'aire  ombrée,  comprise  entre  les  circonfé- 
rences de  rayons  p  et  p  H-  c/p,  et  les  rayons  d'angles  polaires  o> 
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et  ci>  4-  rftj,  a  pour  expression  rigoureuse  (différence  des  aires  de 
deux  secteurs)  : 

Aff  =  —(p  -h  dpy  dm p*  dw  =  p  rfp  diù  -\ -  -  dp^  dm. 

Ma  ^  A 

Or  l'intégrale  I  étant,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

2/(pcosa),  psina))A(j, 


on  aura 


I  =  lim  j  2/(p  coso),  p  sina>)p  dp  dm  -\ —  'Lfdp'^  dm    . 

Dans  cette  expression,  la  seconde  somme  a  pour  limite  zéro 
quand  les  dp  et  rfw  tendent  vers  zéro.  En  effet,  soient  Mq  le 
maximum  du  module  de  f{x^  y)  dans  le  champ  C,  et  A  l'aire  du 
champ  (A)  en  p,  (o  qui  correspond  à  C,  c'est-à-dire  l'aire  de  la 
région  d'un  plan  où  reste  le  point  de  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires, p,  w  quand  le  pointa?,  y  reste  dans  G  ;  dès  que  lesrfp 
sont  inférieurs  à  e,  le  module  de  la  seconde  somme  est  inférieur  à 

-  Mne  £e/p  cfb),     ou  à     -MasA, 

ce  qui  démontre  la  proposition,  car  le  champ  A  est  fini  lorsque  le 
champ  G  l'est  lui-même. 

Quant  à  la  première  somme,  elle  tend  évidemment  vers  l'inté- 
grale double 

/  /  f^9  COSO),  p  siaa>)p  dp  c?co, 

prise,    en    coordonnées    cartésiennes    rectangulaires,    dans    le 
champ  (A). 

Tel  est  le  résultat  demandé  :  d'ailleurs  pour  calculer  l'inté- 
grale transformée  en  p,  (o,  il  n'est  pas  nécessaire  de  passer  par 
l'intermédiaire  du  champ  (A)  :  grâce  à  la  signification  géométrique 
simple  des  coordonnées  polaires,  il  est  aussi  aisé  de  se  servir  du 
champ  G.  On  a  en  effet,  en  appliquant  la  méthode  générale  de 
calcul  d'une  intégrale  double, 


1=  I  dm  I  f.pdp; 


les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  les  valeurs  extrêmes  que  prend 


3o 
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le  rayon  vecteur  lorsque  l'angle  polaire  a  la  valeur  (o;  ce  sont 
donc  {^fig-  1 1),  p=  OM'  et  p''=  OM"  ;  les  limites  de  Tinlégrale  en  co 

Fig.  II. 


sont  (Oo  et  Ûq,  minimum  et  maximum  de  l'angle  polaire  pour  tout 
le  champ.  Ainsi 

1=    /       c?(i)   /      /(p  coso),  p  sina))p  û?p. 

28.  Remarque.  —  Cet  exemple  montre  qu'on  ne  doit  pas  rem- 
placer rfx  et  rf;^  dans   /  / /(:r,^)rfa:  rf)^  par  leurs  valeurs  obtenues 

en  différentiantles  équations  a;  =  p  coscj,  y  =  p  sineo,  du  change- 
ment de  variables;  cette  opération,  d'ailleurs,  conduirait  à  un 
résultat  sans  signification,  puisqu'elle  introduirait  des  termes 
en  é/p^  et  e/cj^,  et  non  pas  seulement  un  terme  en  d^diù, 

29.  Cas  général.  —  Si  Ton  a  à  faire  le  changement  de  variables 
général, 

on  pourra  raisonner  d'une  manière  analogue,  en  divisant  le  plan 
à  l'aide  des  courbes  u  =  const.  et  c  =  const.  :  la  courbe  u=  i/o 
est  celle  dont  on  obtient  l'équation  en  faisant  u=Uo  dans  les 
deux  relations  précédentes,  et  éliminant  ç  entre  ces  relations; 
on  définit  de  même  la  courbe  r  =  i^Q. 

Or  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  principale,  rfo",  de  l'aire 
ombrée  {Jig'  12)  comprise  entre  les  courbes  (w)  de  paramètres 
w  et  M  4-  du,  et  les  courbes  (ç)  de  paramètres  v  et  r  -h  c/^  :  le  plan 
peut  être  en  effet  regardé  comme  une  surface  définie  paramétrique- 
ment  par 


5  =  0; 
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et  Ton  a  trouvé,  pour  la  valeur  principale  cherchée  (')  (Tome  I, 

n-  418),  

d(s  =  du  dv^k^-{-  3*+  C*. 


Ici  G  = 


du  dv 


~  ^;   C  est  donc  le  Jacobien,  J(w,  i^),  des 

Fig.  12. 


ds^  du 


v*dif 


iL^dtv 


deux  fonctions  ©(m,  i')  et  ^};(^/,  v)\  d'ailleurs  A  =  B  =  o.  On  a 
donc,  pour  la  valeur  exacte  de  Taire  considérée, 

At  =  du  6ff^[mod  J(i/,  v)-h  ^u9\^ 

eutr  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  du  et  d^^\  et  de  là 
résuite  pour  l'intégrale  proposée, 

l'expression 

I  ==  lim  2/[cp(a,  i»),  <j;(a,  v)]  modJ  du  dv  -h  Uml.f.tuv  du  dv. 

I^a  première  somme  a  pour  limite  l'intégrale  double 

///[?("»  ^')»  ^{u,  V)]  modJ {u,  v)  du  dv, 

prise  dans  un  champ  en  Uy  \^  facile  à  déterminer;  pour  établir 
que  la  seconde  a  pour  limite  zéro,  il  faudrait  montrer  que  mode^,; 
reste,   pour  toutes  les  valeurs  de  w,  r  comprises  dans  le  champ, 


(■)  Od  ponrrait  opérer  autrement  en  observant  que  l'aire  curviligne  MNQP  a 
pour  valeur  principale  le  double  de  l'aire  du  triangle  rectiligne  MNP.  Or  les 
points  M,  N,  P  ont  respectivement  pour  coordonnées  (aux  infiniment  petits  près 

du    second  ordre)  x,  y\  ^ -^  j-  du,  >'  "*"  j^  ^"î  ^ -^  j- dv,  y  -\-  -^  dv\  l'aire 

du  triangle  est  par  suite,  en  vertu  de  son  expression  connue  par  un  déterminant, 
égale  à  \dudvmoà}{u,  v),  en  valeur  principale. 
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et  à  partir  de  valeurs  sufGsamment  petites  de  du^  dç,  inférieur  à 
un  nombre  donné,  ol,  si  petit  soit-il  :  sans  cela,  on  ne  sera  pas 
sûr  que  la  seconde  somme  tende  vers  zéro  (voir  un  cas  analogue 
au  n**  31 S  du  Tome  I).  La  démonstration  serait  délicate  et  s'éten- 
drait difficilement  d'elle-même  au  cas  de  l'intégrale  triple;  il  sera 
plus  simple  de  suivre  une  autre  méthode  et  de  fractionner  la 
question. 

30.  Première  partie.  —  Supposons  d'abord  qu'on  ne  change 
qiCune  seule  des  deux  variables,  y  par  exemple,  en  posant 

(i)  7=F(a7,  tt), 

u  étant  la  nouvelle  variable  remplaçant  y\  il  s'agit  de  chercher 
l'expression,  en  x  et  tt,  de  l'intégrale 

1  =  J    /  f{x,y)dxdy. 

On  peut  admettre,  sans  restreindre  la  généralité,  que  la  fonc- 
tion  -T-  garde  un  signe  constant  dans  le  champ  d'intégration  :  en 

effet,  -r-  est  une  fonction  de  x  et  de  w,  et,  par  suite,  d'après  (i), 
c'est  une  fonction  de  x  et  de  y^  soit  <p(^,  y)  ;  or,  la  courbe 

divise  le  champ  primitivement  donné  en  champs  partiels,  dans 

chacun  desquels  la  fonction  cp,  c'est-à-dire  ^— ,  conserve  le  même 

^  *  '  ou 

signe,  et  il  suffira  de  supposer  d'abord  que  G  est  un  des  champs 
partiels. 

Cela  posé,  regardons  x  ei  y  comme  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  dans  un  plan  P,  x  et  u  comme  les  coordonnées 
d'un  point  dans  un  plan  P',  et  établissons  entre  les  points  de  P  et 
de  F  la  correspondance  suivante.  A  un  point  M'(a:,  u)  de  P',  fai- 
sons correspondre  le  point  M  de  P,  qui  a  même  abscisse,  r,  et 
qui  a  pour  ordonnée  la  quantité j^  définie  par  (i),y  =:F(.r,  u). 

Lorsque  le  point  M  {fig*  i3)  reste  à  l'intérieur  du  champ  G,  le 
point  correspondant  M'  reste  à  l'intérieur  d'un  champ  G';  il  est 
clair  que  si  M  est  sur  le  contour  de  G,  M'  est  sur  le  contour  de  G'; 
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de  plus,  pour  les  deux  champs  C  et  C\  les  abscisses  extrêmes 
Xq  et  Xq  sont  évidemmeut  les  mêmes  :  on  admet  essentiellement 
que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux,  champs  est  uni- 
voque,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  a?,  u  de  G'  ne  répond,  par  (i), 
qu'un  point  x^y  de  G,  et  inversement. 
Cela  posé,  on  peut  écrire  l'intégrale  1  : 


(•^) 


=  /     ^^  /     Si^^y)dy       {yx<yt)y 


y\  et  y-i  étant  les  valeurs  de  y  qui  correspondent,  sur  le  contour 
du  champ  C,  à  la  valeur  x  de  l'abscisse. 

Fig.  i3  et  14. 


y    (p) 


ÔT 


CR 


U    (pO 


OTo 


ce 


.r» 


/(•^»  y)  ^yy  ^  ^st  regardé 

fi 

staDt  ;  si  donc  on  pose^  =  F(x,  u),  on  aura  dy  =  -r-dii,  et,  par 
suite, 


comme  con- 

dF 


(3) 


Ui  et  1/2  étant  les  valeurs  de  u  qui  répondent  par  y  =  F{Xy  u), 
aux  valeurs  j^j  ety^  de  y;  ce  sont,  en  d'autres  termes,  les  u  des 
points  du  plan  P'  qui  correspondent  aux  points  (x,  y^  )  et  ( j:,  y^) 
An  plan  P. 

Soient  U4  la  plus  petite,  U2  la  plus  grande  des  quantités  ^i,  u^] 

H.   —  II.  •  3 
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je  dis  que  Ton  a 

(4)  j"*fix,F)^^du=^f  '/(x,F)moâ(^^du. 


Car  la  relation 


dy  =z  --  du 

-^        du 


montre  que,  si  ^  est  positifdans  le  champ,  u  croît  en  même  temps 
que  j^  (x  étant  constant),  et,  comme  on  a  yi  <  y^i  on  aiira 

c'est-à-dire  que 

/)P 
et  la  relation  (4)  est  évidente.  De  même,  si  r-  est  négatif  dans  le 

champ,  u  décroît  quand  y  croît  (x  étant  constant),  et,  comine 
on  a  yt  <y2i  on  aura 

M,  >  M„ 

d'où 

M,  =  U,,  M,=  Ui, 

et  la  relation  (4)  est  encore  évidente. 

Donc  enfin,  en  vertp  de  (a),  (3)  et  (4),  il  vient 

^5)  1=   I       dx  j       /(Xj¥)mod(^jdu, 

Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  figure  i4)  on  voit  que  le 
second  membre  de  (5)  n'est  autre  chose,  d'après  sa  forme  même, 
que  l'intégrale  double 

/jr/KF)«od(^)rfxrf« 

prise  dans  le  champ  O ;  car,  pour  calculer  celte  intégrale,  la 
règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  le  second  membre 
de  (5). 

On  a  ainsi  résolu  le  problème,  c'est-à-dire  trouvé  la  forme  de 
l'intégrale  donnée  en  introduisant  les  variables  ^  et  //  :  observons 

maintenant  que  -r-  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  des  anciennes 

variables,  x  et^,  par  rapport  aux  nouvelles,  x  et  u.  Les  formules 


I 

o 

dF 

âF 

àY 

~^   \ 

au 

dx 

du 
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de  transformation 

x  —  Xj       y=zF(x,u) 
donnent  en  effet 

â(x,  u) 

I^  formule  finale  est  donc 
(6)  Jf  f{x,y)dxdy=.JJf{x,F)moà^^^^dxdu. 

Remarque.  —  Cette  formule  est  indépendante  du  signe  con- 
stant  que  -r-  a  été  censé  garder  dans  le  champ  C;  on  en  conclut 

qu'elle  est  vraie  même  si  -r-  change  de  signe  dans  le  champ. 

En  effet,  supposons  que,  dans  la  partie  C|  du  champ,  %—  soit 

positif,  et  que,  dans  la  partie  C2,  il  soit  négatif.  La  formule  (6) 
étant  vraie  pour  les  champs  C|  et  C2;  on  a 

/   Ç  /(^>  y)dxdy^   f  f  /(a?,  F)  mod J  dx  du, 

/  /    fi^f  }r)dxdy  =   I  I    f(x,  F)  mod  J  dx  du  ; 

d'où  Ton  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

/  /  /(^»  y)  dxdy  =   j  j  f{x,  F)  modJ  dx  du, 

« 

C  étant  le  champ  total,  C^  +  C'^,  en  x  et  m,  qui  répond  au  champ  C 
en  X  et  y.  c.  q.  f.  d. 

31.  Seconde  partie.  —  Changeons  maintenant  les  deux  va- 
riables X  ei  y\  soient  u  eX,  v  les  nouvelles  variables. 

Si  nous  prenons  d'abord  pour  variables,  à  la  place  de  x  eiy^  les 
variables  x  et  u,  nous  aurons,  comme  on  vient  de  le  voir, 

y  étant  remplacé,  dans  la  seconde  intégrale^  parsa  valeuren  a:et  i/, 
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el  C  étant  le  champ  des  st sternes  de  v^lears  de  x,  u  qui  corres- 
pondent ans  valeurs  x^y  du  champ  C. 

Prenons  maintenant  comme  variables  «  à  la  place  de  x  el  de  f/, 
les  variables  u  et  v;  nous  aurons,  toujours  d'après  (6*k 


/    /    Ax,  r)iood — — djrdu 

J  Je 


,     f(x,  Y  )  mod  - — — —  mod *- — -  du  dv. 

G  étant  le  champ  des  sjstèmes  de  valeurs  de  i/,  v  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x,  u  du  champ  C,  c'est-à-dire  aux  valeurs 
X,  y  du  champ  C. 

Or,  d'après  une  propriété  fondamentale  des  jacobiens  (T.  I, 
n"*  49),  on  a 

dix^Y^  d(x,u)  _  d(x,jr) 
ô{x,u)  d{u,p)  ~  à\^u,v)* 

ce  qui  donne  finalement 

X  et  y  étant,  au  second  membre,  supposés  remplacés  par  leurs 
valeurs  en  u  el  v  :  c'est  le  résultat  trouvé,  moins  rigoureusement, 
au  n®  29. 

Voici  donc  la  conclusion. 

32.  Règle.  —  Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale 
double 


JJf{^.y)dxdx, 


on  substitue  à  x  et  y^  dans  /{x^y)^  leurs  valeurs  en  fonction 
des  variables  nouvelles  u  et  v,  et  l'on  remplace  dxdy  par 
modJ  du  dv,  J  étant  le  facobien  de  x  et  y  par  rapport  à 
u  et  V» 

Le  champ  de  V intégrale  nouvelle  est  l'ensemble  des  systèmes 
de  valeurs  de  u^  v  qui  correspondent  aux  systèmes  de  valeurs 
de  X,  y  compris  dans  le  champ  primitif  Qa. 

Ainsi,  le  champ  C  étant  défini  par  une  ou  plusieurs  inégalités 
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le   cliamp    nouveau  sera  défini  par  les  mêmes  inégalités,  où  l'on 
suppose  DC  ety  remplacés  par  leurs  valeurs  en  u  et  r. 

33.  Hemarque.  —  Les  démonstrations  précédentes  supposent 
qu^à  un  point  {x^y)  du  champ  primitif  C  correspond  un  et  un 
seul  point  du  champ  nouveau  en  u^  r,  et  inversement.  S*il  en  est 
autrement,  on  décomposera  le  champ  primitif  en  champs  partiels, 
de  manière  à  vérifier  la  condition  indiquée. 

Par  exemple,  si  C  est  Tintérieur  du  cercle  x^-i-y^  —  R^=o, 
et  si  Ton  pose 

on  décomposera  le  cercle  en  quatre  quadrants,  par  les  axes  de 
coordonnées;  à  un  point  {u^s^)  correspond  alors,  dans  chaque 
quadrant,  un  seul  pointer,  y,  et  réciproquement. 

I^'inlégrale  double  donnée  sera  ainsi  la  somme  de  quatre  autres, 
a  chacune  desquelles  on  appliquera  séparément  la  règle  du  chan- 
gement de  variables. 

34.  Intégrale  triple.  —  La  règle  est  la  même  pour  une  intégrale 
triple  ;  on  remplace  dx  dy  dz  par  du  dv  dw  mod  J,  J  étant  le  jaco- 
bien  de  ^r,  y^  z  par  rapport  à  u^  (^,  w,  La  démonstration  est  sem- 
blable à  celle  qui  précède. 


Applications, 
3o.   Coordonnées  polaires.  —  Si  l'on  pose 

a:  =  pcostD,        ^  =  psin(i), 
on  trouve 

d(p,o>)        P' 

et,  comme  p  est  essentiellement  positif,  dxdy  doit  être  remplacé 
par  p  d^  diùy  ainsi  qu^on  l'a  trouvé  au  n^  27. 

Comme  application,  cherchons  le  centre  de  gravité  du  demi- 
cercle  C,  de  rayon  R,  tangent  à  l'origine  à  l'axe  des  jk  i^fig*  ^5). 
Ce    point  est  évidemment  sur  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le 
centre  D  ;  il  suffit  donc  de  calculer  son  ordonnée  t). 
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On  aura  (n^  24) 

1  j  ydxdy       i  j  j  y  dx  dy 


I  I  dxdy 


car  l'aire  du  demi-cercle,  qui  est  le  dénominateur  de  7^,    est 
Transformons  l'intégrale  du  numérateur  en  coordonnées  po- 


laires; il  vient 


-7:R*7)  =    /  /  p*  sino}  dp  diû. 


Commençons  à  intégrer  par  rapport  à  p,  en  écrivant 

-itR*r^  =    /  sinuydta  j  p*  dp. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  o  et  OM,  valeurs  de  p  qui 
correspondent  à  l'angle  polaire  co  sur  le  contour  du  champ;  les 

limites  de  l'intégrale  en  co  sont  o  et  — >  valeurs  extrêmes  de  l'angle 

polaire  sur  le  contour  (n®  27);  et,  comme  OM=2Rcosa),    il 
vient 


1 R  cof  (0 


-7:R«7)=    I     sinù)</u>    /  p^dp=-=    j     8R*cos'bisin(o^a), 

3      71  r*       •       •        J  /cos*a)\«       1 

-^ttî-k  =    I      cos'tosmcoaw  = — ( — ; — j    = -^ 

i6     R      Jû  \     4     /o       4 


'0 

d'où,  finalement, 


4  R 


36.  Remarque.  —  Si  le  champ  G  est  la  région  comprise  entre 
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]es  deux  cercles  de  rayons  Rq  et  R|  qui  ont  l^origine  pour  centre, 
et  entre    les  deux   rayons   vecteurs  d'angles  polaires  a>o   et   a>i 

ififf'  ï6)^  on  a 

/   /  f(p,*a)dpdui=  f        diù  f       /(p,  w), 

les  limites  étant  des  constantes  absolues. 

Car  les  valeurs  de  p  qui  correspondent,  sur  le  contour  du  champ, 

Fig.  i6. 


à  Pangle  polaire  co,  sont  Rq  et  R|  ;  les  valeurs  extrêmes  de  co  sur 
le  contour  sont  coq  et  (0|. 

On  peut  dire  aussi  que  le*champ  est  défini  par  les  inégalités 


oio^culcui, 


c^est-à-dire  que,  si  co  et  p  sont  regardées  comme  les  coordonnées 
rectangulaires  d^un  point  d'un  plan,  le  champ  est  Tintérieur  d'un 
rectangle  de  côtés  parallèles  aux  axes  {^fig*  17).  Donc  (n®  15) 

Fig.  17. 


L_Ci) 


les  limites  sont  Rq  etR|  pour  l'intégrale  en  p,  coq  et  (0|  pour  Tin- 
tégrate  en  co. 

Les  coordonnées  polaires  seront  donc  très  avantageuses  quand 
on  aura  à  calculer  des  intégrales  doubles  dans  des  champs  limités 
par  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  de  leur  centre 
commun. 


4o 
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37.  Volumes  et  aires  planes  en  coordonnées  currilignes.  — 
Soilla  surface  définie  paramétriquement  par 

Le  volume  compris  en  Ire  celte  surface,  le  plan  des  xy  et  un 
cylindre  droit  ayant  pour  base,  dans  ce  plan,  une  courbe  C,  est, 
comme  on  sait  (n^  18), 

V  =  /   /  zdx  dy\ 

si  Ton  remplace  dans  l'intégrale  x^y  e\  z  par  leurs  valeurs  para- 
métriques en  u  et  (^  celle-ci  devient 

v=//.,„..,»..(|f-^*)..*, 

le  champ,  en  r/,  r,  étant  déterminé  comme  on  Ta  expliqué  au  n°32. 
Faisons,  dans  ces  formules,  2  =  1;  elles  donneront  Vaire  de  la 
portion  du  plan  des  xy  comprise  à  Tintérieur  du  champ  C. 

Exemple.    —    On    demande  la    valeur  de   l'aire  ombrée   C 

Fig.  18. 


{Jig'  18),  comprise  entre  les  quatre  paraboles 

y^=aoX,        y^—axx,        x^=boy,        x*=biy, 

en  supposant  ai  >  «o  >  «>  ^1  >  ^0  >  o. 

Dans  rintégrale  qui  donne  Taire,  à  savoir  /   /  dxdy^  faisons 

le  changement  de  variables 


x^ 

—  =  i>. 

y 
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On  en  lîre 


1  i 


1   i 


d'où,  pour  le  jacobien, 


L'intégrale  proposée  devient  donc 

\ffdud.; 

d'ailleurs,  le  champ  ancien,  en  x  ei  y^  étanl  défini  par  les  inéga- 
lités 

T  y 

le  champ  nouveau,  en  u  et  v^  sera  défini  par 

ce   sera  donc  l'intérieur  d'un  rectangle,  et  l'on  aura,  pour  l'aire 
chercliée, 

^    /       du  j      dv=r-  :-{ai— a^i)(bi--bQ). 

38.    dément  de  volume  en  coordonnées  polaires  et  semi-polaires. 
I**   Les  coordonnées  polaires  d'un  ])oint  M  de  Tespace  (/fg'  19) 

Kig.  19. 


o? 


(Tome  I,  n®  28o)  sont  les  quantités  p,  8  et  tj^  de  la  figure:   si 
jp    V)   ^  sont  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  de  ce 
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point,  on  a 

X  =  Oq  =  0/ncos4'  =  psinô  cost};, 
y  =  mq  =  0/n  sin^/  =  p  sin6  sin(|/, 
^  =  M/Il  =  p  COS0. 

Il  importe  d'observer  que,  quelle  que  soit  la  position  de  M 
dans  l'espace,  on  peut  supposer  p  positif,  0  compris  entre  o  et  ic, 
i(  compris  entre  o  et  271.  Réciproquement  à  un  système  de 
valeurs  de  p,  0,  i(  satisfaisant  à  ces  conditions  correspond  un  et  un 
seul  point  (x^y^  z')  de  Tespace. 

Les  formules  de  transformation  ci-dessus  donnent  : 


à{x,y.  ^) 


sin6cos\p     pcosOcos<];    — psin6sin<}/ 
sinôsîix}'     pcos6sin<{;         psinBcos^}' 
I      cos6  —  psinô  o 


=  p*  sin6. 


Ainsi,  dans  une  intégrale  triple,  l'élément  de  volume  dxdydz 
sera  remplacé  par  ç^  s\n^  d^  d^  dif  \  il  n'y  a  pas  à  introduire  le 
module  du  jacobicn,  puisque  p^  et  sinO  sont  positifs. 

2®  Les  coordonnées  semi-polaires  de  M  sont  Om  =  r,  J^  et  z\ 
on  a  les  formules  de  transformation 

ar=rcos^,        y  =  rsxn^y        z  =  z. 

On  peut  supposer  r  positif  et  ^  compris  entre  o  et  2:1. 

Le  iacobien  -^^   '  ,    ^,  est  ésral  à  r  :  l'élément  de  volume  sera 

donc  rdrd^dZj  puisque  r  est  positif. 
Voici  quelques  applicatioos. 

39.  Volume  d'une  portion  de  sphère.  —  Considérons  un  corps  V 
limité  (Jig'  20)  : 

1°  Par  deux  sphères,  ayant  l'origine  pour  centre,  de  rayons  p© 
et  p,; 

2"  Par  deux  demi-cônes  de  révolution  autour  de  O5,  d'angles 
au  sommet  28^  et  2  0{  ; 

3°  Par  deux  demi-plans  menés  par  O-s,  et  faisant  avec  zOx  les 
angles  ^0  et  (j^|. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires  est  très  avantageux  dans 
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toutes  les  intégrales  triples  étendues  an  corps  V.  En  effet,  pour  un 
point  quelconque  (p,  0,  ^)  de  ce  champ,  on  a 

Po^P^Pi,     "eoie<e„      4'o^4'^<'i, 

et  réciproquement,  si  p,  0,  ^  vérifient  ces  inégalités,  le  point 
(p,  0,  ^)  est  à  l'intérieur  de  V. 

Si  donc  on  transforme  en  coordonnées  polaires  une  intégrale 

^=JJJ  /(^»^»  z)dxdydz, 
ayant  V  pour  champ,  le  nouveau  champ,  en  regardant  p,  8  et  ^ 

Fig.  30. 


comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  sera  mu  paral- 
lélépipède rectangle  de  faces  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 
On  aura  donc  (n®  17) 

I    f    f   /(o:^j  y,  3)  dx  dy  dz 

dp!      dB  I       ûf'^p»sin6/(p  sinôcos^}/,  psin0  siin}',  p  cos6) 


f       p*rfp  /      sin0c?6  /      fd^. 


Ainsi,  le  volume  du  corps  V  s'obtiendra  en  faisant /=  i;  d'où 

V=  PlZLP?(coseo-cose,)(4;,-^/o). 
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40.  Moment  d'inertie  d  un  volume  de  révolution  par  rapport  à 
son  axe.  —  Les  coordonnées  semi-polaires  sont  avantageuses  dans 
les  questions  relatives  aux  surfaces  de  révolution  autour  de  O^. 

Considérons,  par  exemple,  le  volume  de  révolution  V  engendré 
par  une  courbe  fermée  du  plan  des  xz^  tournant  autour  de  Oz, 

Soit^  =  '^(j')  cette  courbe  {f(g*  21),  supposée  rencontrée  en 

Fig.  21. 


deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  k  Oz  :  désignons  par 
cpi(^)  et  ^'î{x)  les  deux  valeurs  de  ;;  qui  correspondent,  sur  la 
courbe,  à  l'abscisse  x^  ^\{^)  étant  inférieur  à  cp2(:r). 

Le  moment  d^ inertie  (n**  2o)  du  volume  V,  par  rapport  à  Or, 
est,  en  coordonnées  semi-polaires, 

l^  Ç  Ç  Ç  {x^-^yi)dxdydz=   fffr^drd^dz. 


écrivons 


î=   r  Cr^drd^  Ç dz, 


les  limites  de  l'intégrale  en  z  sont  les  valeurs  de  z  qui  corres- 
pondent, sur  la  surface  de  révolution,  aux  valeurs  /•  et  if  des 
deux  autres  coordonnées,  c'est-à-dire,  puisque  5  =  cD(r)  est 
Téquation  de  la  surface. 


l  =^  ff  ^n9t(r)~-  f^,{r)]drd^, 


et  le  champ  de  cette  intégrale  double  est  Tensemble-des  valeurs 
de  r,  'j*  qui  correspondent  aux  points  du  volume  de  révolution. 
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En  d^aulres  termes,  ce  champ  est  la  région  du  plan  des  xy  où  se 
projettent  les  points  du  volume,  c'est-à-dire  la  couronne  circu- 
laire comprise  entre  deux  circonférences  de  centre  O  et  de 
rayons  Rq  et  R|,  Ro  et  R|  désignant  le  minimum  et  le  maximum 
de  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  méridienne  à  Taxe  O;;.  Par 
suite  (n**  36)  l'intégrale  double  s'écrit 

Jy%R|  x»tTC  ^R, 

41.   Exemples.  —  i"  Sphère.  —  La  méridienne  est 

d'où 

cl 

I  =  21:  /      'ir'v^R* —  r*  dr. 

Pour  intégrer,  on  prendra  pour  variable  /*^,  puisque  Ton  n'a, 
sous  le  signe  /,  que  rdr  et  /'*;  mieux  encore,  on  posera 

d'où 

1  =  47:/'    (R»— /«)^«rf^=  ^t:R». 


a**  Cylindre.  —  On  a  évidemment,  en  désignant  par  h  la 
hauteur  du  cylindre,  par  R  son  rayon  et  en  supposant  la  base 
dans  le  plan  des  xy^ 

(p,(ar)=A,         «p,(a:)=o; 
donc 


I  =  2ic  r    hr»dr=  -i:AR*. 


3**    Tore.  —  La  méridienne  est  (Jig-  2'i) 

(x  —  a)« -+- ^«  =  R»,        5  =  dz /R«  — (o;- a)«, 
d'où 


<p,(a?)  =  -t-v^R*-- (a?  — a)»,         <p,(j?)  =  — /R«  — (a?  —  a)*. 
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On  a  donc 


f  2r»/R*  — (r  — a)«rfr. 

rt-R 


r  —  a  =  Rsinp: 


Pour  intégrer,  on  peut  ramener  aux  lignes  trigonométriques  en 
posant 

ce  qui  donne 

I=4iïï^*   /         (a  H- Rsinîp)*  cos«(prf«p; 

on,  en  développant, 


1C 


1C 


— -  \  =  a^   l         cos*  ?  <fcp  ^-  3  a*  R  /         sin  ©  cos*  o  c^o 

4iîR*  J   7c  ^    ^  J   « 


1C 


1C 

+   T 


iaR*  I         sin*<p  cos*<pc?cp -t- R'   /         sin'<p  cos*<p  rf® 


Au  second  membre,  la  deuxième  et  quatrième  intégrales  sont 

Fig.    22. 


a^ 


'<X> 


nulles,  car  ce  sont  des  intégrales  de  fonctions  impaires,  entre  des 
limites  égales  et  de  signes  contraires  (Tome  I,  n^  263,  4*")- 

On  a  d^ailleurs,  en  se  servant  des  formules  établies  à  propos  de 
celle  de  Wallis  (Tome  I,  n»  273), 


n 


1t 


/cos"  o<f©  =  9.  /      (i  —  sin'o)rf©  =  a(- )=  - 


1C 


-K 


/sin*  ©  cos*  ©  <i©  =  2  1      sin*  ©  (  i  —  sin*  9)ûf©  =  2( ^  -  |  =  ^ 
ic            *                        *A                                     •         \2  2       2.4  2/       8 
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Finalement 


V.  —  AIRES  SUR  LES  SURFACES. 


42.  Définition.  —  Soit  S  une  surface,  pour  laquelle  les  coor- 
données d'un  point  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  Oo?, 
Ojyy  Os,  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres,  u  et  i^,  et  sur 
laquelle  le  carré  de  l'élément  d*arc  a  pour  expression  (Tome  I, 
n*>  412) 

(^i)  ^*=  E(a,  v)du*-hiF{u,  v)dudv-\-  G(m,  v)dv^. 

Considérons  une  portion  finie,  Â,  de  S;  les  valeurs  de  f/,  v  qui 
répondent  aux  points  de  cette  portion  vérifient  certaines  inégalités, 
et  réciproquement;  sous  une  autre  forme,  si  Ton  regarde  iz,  v 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans*  un  plan, 
aux  points  de  la  portion  de  surface  A  correspondent  les  points 
d'une  région,  C,  de  ce  plan.  Nous  supposerons  que  la  correspon- 
dance ainsi  établie  entre  la  surface  Â  et  la  région  C  est  univoque, 
le  mot  ayant  la  signification  donnée  au  n^  30. 

Cela  posé,  nous  définirons  l'aire,  cîId,  de  la  portion  de  surface  A 
par  la  relation 

(a)  X=   f  r  /EG  —  F«  du  dv, 

l'intégrale  double  étant  prise  dans  la  région  C  du  plan  des  uv. 

Cette  définition  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coor- 
données, Oa:,  Oy  et  Oz,  parce  que,  si  l'on  fait  un  changement 
d'axes  rectangulaires,  en  gardant  toujours  les  mêmes  paramètres 
//  et  p,  l'expression  (i)  de  ds^  demeure  évidemment  inaltérée,  en 
raison  de  sa  signification  géométrique. 

Je  dis  maintenant  que  la  définition  est  indépendante  du  choix 
des     paramètres   u    et    i^.    Faisons    en    effet   le   changement  de 
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variables 

(3)  iL=f{u\s^'),        v=-g{u\ç'\ 

Texpression  de  ds-  devient 

^*'=E(/,^)(^rf«'H-grf.')V 

ce  qui  s'écrit 

(4)  ds^—  Eirfa'ï+aFirfa't/p'-h  G,  rft^'», 

étant  posé 

dans  les  seconds  membres,  E,  F,  G  désignent 

Dansie  système  des  paramètres  w',  t^',  l'aire,  «Aî)|,  de  la  portion 
de  surface  considérée  est  définie,  d'après  (4)>  par  la  relation 

(6)  Xx=   r  r  \/EiGi—¥\  du' dv\ 

C|  étant  la  région  du  plan  des  i^',  i^'  qui  répond  à  la  portion  de 
surface,  c'est-à-dire  qui  répond,  par  les  formules  de  transforma- 
tion (3),  à  la  région  G  du  plan  des  iw.  Il  s'agit  d'établir  que  A.| 
est  égal  à  X, 

Or,  si,  dans  l'intégrale  double  (2),  qui  donne  X,  on  eflectue  le 
changement  de  variables  (3), 

u=/(u\i^'),        v-=g(u\v'), 
cette  intégrale  devient 

^  ==//  •E(/,^)G(/,^)-Fi(/,^}  mod  ~^r^^  du'  dv\ 
G|  étant  le  champ  du  plan  des  u\  v^  défini  tout  à  l'heure. 
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£>*ailleurs,  des  relations  (5),  on  déduit,  par  un  calcul  facile, 
l^iclentité  suivante: 

E,G,-F,.(EG-F.,(gg;-fg)'. 

c'est-à-dire 

•£G  -  F«  mod  ^,^.  =  v/E|G,-F}, 

E,  F,  G  désignant  encore 

E(/,  ^),     F(/,  ^),     Gif,  g), 

L'expression  ci-dessus  de  JU  s'écrit  donc  : 

cX*  =11    v/K|G|  —  Ff  û^a'rft»',        c'est-à-dire        ^,1)  =  Xi. 

C.   Q.    F.    D. 

43.    Cas  particuliers.   —    Pour   une    surface    représentée    par 
^  =^(^,  y)^  on  a  (Tome  I,  n®  414) 


(  7  )  é/5»  =  (i  -H y?*)  dx^-i-  ipq  dx  dy  -^{x  -^  q^)dy^, 

ê 

Aw  At 

p  et  q    désignant—-  et  -r-«  L'aire  de  la  portion  de  surface  qui  se 

projette  à  Tintérieur  de  la  région  C  du  plan  des  xy^  et  qui  n'est 
coupée  qu'en  un  point  par  toute  parallèle  à  Oz  ayant  son  pied 
dans  celte  région  (*),  est  donc,  d'après  (7)  et  (2)  : 

(  8  j  ^\,=:  I   I  y/i^pt^qt  dx  dy. 

On  aurait  des  expressions  analogues  en  résolvant  inéquation  de 
la  surface  par  rapport  à  y  ou  à  x. 

Si  la  surface  est  le  plan  2  =  o,/7  et  9  sont  nuls,  et  l'on  retrouve, 

pour  <^,  l'expression  ordinaire  de  l'aire,   /   /  dxdy. 


-44.   Remarque  I.  —  La  quantité  y/EG  —  F^dudvj  qui  figure 
sous  le   double  signe  somma toire  dans  l'expression  de  X,  n'est 


/  >  )    Car  il  est  nécessaire  que  la   portion  de  surface  el  le  champ  C  se  corres- 
pondent d'une  manière  univoque. 

H.  —  II.  4 


5o 
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aulre  chose  que  la  valeur  principale  de  Télément  d'aire  sur  la  sur* 
face  proposée,  en  coordonnées  curvilignes  (Tome  I,  n°  418).  Mais 
il  eût  été  difficile  de  partir  de  cette  expression  pour  définir  Taire 
d'une  région  finie  de  la  surface,  parce  qu'elle  ne  donne  qu'une 
valeur  principale,  c'est-à-dire  approchée,  dont  on  ne  peut  fixer 
aisément  le  degré  d'approximation. 

L'expression  (2)  de  l'aire^  ne  dépendant  que  de  E,  F,  G,  est  la 
môme  pour  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  (Tome  I, 
n^  455),  c'est-à-dire  que  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre,  quand  elle  conserve  les  longueurs,  conserve  aussi  les  aires. 

Remarque  II.  —  On  a  trouvé  (Tome  I,  n°  418) 

EG  — F«=A«4-B*4-G», 

A,  B,  C  étant  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  langent 
(Tome  I,  n®  408).  On  pourra  donc  remplacer  EG  —  F^  par  cette 
valeur,  dans  (2). 

45.  Exemple  I.  —  Soit  la  sphère  :r*+j^^+ 5^=: R^,  de  centre  G, 
rencontrant  en  A  {fig^  28)  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  On 


Fig.  23. 


considère,  dans  le  plan  des  xy^  une  ellipse  intérieure  à  la  sphère, 

d'axe  Ox^  de  sommets  O  et  A,  d'équation  y^=zm^x{K  —  x)i 

on  demande  l'aire  de  la  portion  de  sphère  située  au-dessus  du 

plan  des  xy^  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  demi-ellipse  OMA. 

En  dérivant  par  rapport  à  x  et  y  l'équation  x^-hy^-h^^=  R*, 

dz     ^  dz 


on  obtient  les  valeurs  de  ^  et  ^>  ou  ^  et  ç'  : 


X  -h  pz  =  o, 


y  -{-  qz  =  o. 
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L'aire  cherchée,  eiU,  est  donc,  d'après  (8), 


'^=fL'^W'^'^ 


•■'OVLA 


=   /  I  dxdy—  =   I  l  dx  dy    ,  » 

en  vertu  de  l'équation  de  la  sphère. 

Calculons  X  en  commençant  l'Intégration  par  rapport  k  y]  les 
limites,  dans  l'intégrale  en  y,  sont  o  et  l'ordonnée,  pour 
l'abscisse  a?,  de  l'ellipse ^•=:  m*x(R  —  x)]  dans  l'intégrale  en  a:, 
les  limites  sont  o  et  R.  On  a  donc 


JU  =  R  r    dx  Ç 


K  ^  /«  v'x  (  H  —  a-  ) 


dv 


y/K^—x^  —  y^ 


L'intéfirrale  indéfinie  /    ,_il__..  étant  Arcsin  — »  il  vient 


Jr^              niJxiK X)                 r^                    /    X 
f      Arcsin .  — dx  =  K    1      kvcsxnmi/  t, dx. 

\  V/Ri  — ;r*  Jo  V    H-+-X 

Calculons  l'intégrale  en  x  par  le  changement  de  variable 


d'où 


et 


/         X  FH^  X 

Arcsin  m  ^p-j-^  =  <,         ou         ^-__  =  sin«/; 
Rsin'^  ,  R/?i'cos<sin/  , 

X  =   — r r-— >  dx  =  2 :— TTTT  dt. 


Arcsin 


w%m    t            ^*     . .         cos  ^  sin  f        , 
elU  =  R*    /  m^t.^i- : T-rdt. 


(m*— sin*^)> 


La  quantité  27 — ,       ■  ,,,>  étant  la  différentielle  de  —z r-T-> 

^  (/n«— sin«/)«  m«~sin«f 

on  trouve,  en  intégrant  par  parties, 


Arc  sin  —-  Arc  lin  — 


•^  \/n»— sin*f/o  J^  m«— sin»^ 

L'intégrale  restante  se  calcule  aisément  par  le  changement  de 
variable  tang«  =  a  (Tome  I,  n*»  230,  1°). 
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Dans  le  cas  particulier  de  m  =  i ,  Fellipse  devient  une  circonfé- 
rence; l'intégrale  indéfinie  au  second  membre  est  tang^,  et,  comme 

AI         ir 
rcsin-—  =  ->  on  trouve 

v/2        4 


X=R.(^-.). 


Sous  une  autre  forme,  si,  du  huitième  de  sphère  compris  dans 
Tangle  positif  des  axes,  on  retranche  la  partie  qui  se  projette  à 
l'intérieur  du  demi-cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  dans 

le  plan  des  xy^  Taire  de  la  portion  restante  est  -tcR* —  X,  c'est- 
à-dire  II-.  Elle  est  donc  exactement  quarrable^  c'est  le  problème 
dit  de  la  voûte  de  Viviani. 

46.  Exemple  II.  —  Soit  la  sphère  représentée  paramétrique- 
mcnt,  en  coordonnées  polaires,  par  les  équations  (Tome  I,  n*'  416) 

ar  =  R  sin6  cos<|/, 
j^  =  R  sin6  sind/, 
^  r=  R  cos6; 

on  demande  l'aire  (ombrée)  {fig»  24)  comprise  sur  cette  surface 


^/ 


entre  les  méridiens  A  =  J/0,  i^  =  if^^  et  l'arc  AB  de  la  loxodromie 
(Tome  I,  n**  467)  définie  par  l'équation 


lang-  =  Xe«y. 
2 


On  a  trouvé  sur  la  sphère  (Tome  I,  n**  416) 

ds^=  R'(^*H-sin*e^4/*); 


J 
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d'où 

Ecrivons 

X  =  R*  fd^  Tsinerfe. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  d  sont  les  valeurs  de  Q  qui  corres- 
pondent, sur  le  contour  du  champ,  à  la  valeur  ^  de  l'autre  coor- 
donnée, c'est-à-dire  les  0  des  points  P  et  M  où  le  méridien  <L  coupe 
ce  contour.  La  limite  inférieure  est  donc  o  (point  P);  la  limite 
supérieure  (point  M)  est  la  valeur,  Q,  que  fournil,  en  fonction 
de  d^,  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire 

tang-  =  Xc«4', 

6  =  2  arc  tangXc'»'!'.  ' 
Ainsi 

^!U  =  R«  r   '  d^  f    sine^e  =  R«  f   'é/i|/(-cose)'/''""'^'''\ 

c*est-à-dire,  en  utilisant  la  formule  qui  donne  cps2/f  en  fonction 
de  tangi/, 

et  Gnaleroent,  puisque,  sous   le  signe    / ,  le  numérateur  est  la 
dérivée  du  dénominateur, 

R*        i-f-X«e««'î'« 

47.  Remarque.  —  On  peut  parfois  évaluer  une  aîre  par  une 
seule  quadrature;  un  premier  exemple  en  a  été  donné  au  Tome  I 
à  propos  de  Taire  des  surfaces  de  révolution  :  en  voici  un  second. 

Soit  le  cjlindre  de  révolution  (la  méthode  s'appliquerait  à  un 
cylindre  quelconque) 

ar«-f-j^«=  R«; 
on  demande  l'aire  comprise  sur  cette  surface  (Jig^  aS),  entre  le 
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plan  des  xy  el  le  plan 

Sur  la  circonférence  de  base  dans  le  plan  des  xy^  marquons  deux 
points  voisins,  m  et  m',  de  coordonnées  x^  y  el  x  -\-  dx,  y  ■+•  dy  : 
les  génératrices  qui  passent  par  ces  points  découpent,  sur  l'aire  à 
évaluer,  une  surface  (ombrée)  infiniment  petite.  La  valeur  prin- 
cipale, d<r,  de  cette  surface  est  évidemment  l'aire  d'un  rectangle 

Fig.  25. 


qui  aurait  pour  base  Tare  de  cercle  mm\  et  pour  hauteur  mn^ 
c'est-à-dire  ax-T-b;  on  a  donc,  en  remplaçant  mm' par  la  difle* 
rentielle  de  l'arc 

da  =  dx^i-^y*(ax-r-  b). 
Or  l'équation  x^-{-y''=  R^  donne 

^-^yy  =  o, 

d'où  j-',  et 


/        x'  R 

dd  =  dxi/  IH -(aa?H-  b)=  (ax  ^b)dx. 

La  moitié  de  la  surface  totale  cherchée  s'obtiendra  évidemment 
par  l'intégrale  simple 


X» 


qai  se  calcule  très  aisément. 
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YI.  —  EXTENSION  DE  LA  NOTION  D  INTÉGRALE  DOUBLE  ET  TRIPLE. 


48.    Définitions.  —  Cherchons  d'abord  à  étendre  la  notion  d'in- 
tégrale multiple  au  cas  d'un  champ  infini,  ou  d'une  fonction  à 


intégrer  discontinue. 


Soit,  par  exemple,  une  intégrale  double 

prise  dans  un  champ  G.  Si  la  fonction /(^,j^)  devient  discon- 
tinue en  un  point  du  champ  (exemple  -^ j  j  ou  le  long  d'une 

ligne  (exemple  -— — j>  on  partagera  le  champ  G  en  deux  régions. 

R  et  /*,  dont  l'une,  r,  enveloppe  le  point  ou  la  ligne  de  disconti- 
nuité. 

Dans  les  figures  ci-dessous  (fig»  26),  O  et  ÂB  sont  le  point  et 

Fig.  26. 


la  ligne  de  discontinuité,  R  est  la  région  ombrée,  r  la  région  non 

ombrée - 

De  même,  si  le  champ  d'intégration  est  infini,  on  le  décompo- 
sera en  deux  régions,  l'une,  B,  finie,  Fautre,  r,  s'étendant  à  l'in- 
fini. 

Cela  posé,  l'intégrale 


/X-^(^'^> 


dv 


Si 
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aura  une  valeur  Gaie  et  déterminée,  puisque  f{x^  y)  est  continue 
dan&  R,  et  que  R  est  fini;  on  appellera  valeur  de  V intégrale 
double,  dans  le  champ  C  primitif,  la  limite  vers  laquelle  tend 

/(x,y)d<T  lorsqu'on  fait  décroître  indéfiniment  l'étendue 

de  la  région  r  (cas  de  la  discontinuité)  ou  croître  indéfiniment 
l'étendue  de  R  aux  dépens  de  r  (cas  du  chamj>  infini). 

Cette  définition  suppose  essentiellement  que   /   /    tend  vers 

une  limite  finie,  déterminée,  indépendante  de  la  forme  de  la 
région  r, 

49.  L'extension  précédente  est  une  généralisation  directe  de 
celle  qui  s'est  présentée  dans  la  théorie  des  intégrales  simples;  il 
y  a  toutefois,  entre  les  deux  cas,  une  différence  importante. 

Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  dans  l'hjpothèse  d'un  champ 
infini.  L'intégrale  simple 


X 


f{x)dx 


f     f{x)  dx,  pour  p  croissant  indéfi- 
ni 

niroent;  dans  cette  dernière  expression,  à  mesure  que/?  augmente, 
les  éléments /(x)  dx  se  présentent  dans  un  ordre  déterminé, 
qui  est  celui  des  valeurs  successives  et  croissantes  de  x.  Au  con- 
traire, dans  l'intégrale  double   /  /  /(x,  y)  d<r^  dont  le  champ  R 

augmente  indéfiniment,  rien  ne  fixe  a  priori  l'ordre  dans  lequel  se 
présentent  les  éléments  y (^,j^)rfGP ;  cet  ordre  dépend  de  la  ma- 
nière dont  on  fait  croître  R  aux  dépens  de  r.  De  là  résulte  une 
profonde  dissemblance. 

En  effet,  dans  le  cas  de  l'intégrale  simple,  les  éléments  positifs 

et  négatifs  de  l'intégrale    1  f{x)dx  peuvent  avoir  séparément 

des  sommes  infinies,  leur  différence  restant  néanmoins  finie 
(Tome  I,  n*»  301),  à  cause  de  l'ordre  bien  déterminé  dans  lequel 
se  succèdent  ces  éléments  dans  la  somme  totale.  Il  en  est  tout 
autrement  dans  le  cas  de  l'intégrale  double  :  faisons  croître  R;  la 
somme  des  éléments  positifs  de  l'intégrale  augmente  avec  R  et 
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lend  par  suite  vers  une  limite  finie  ou  infinie  L|,  indépendante 
(le la  manière  dont R  croît  aux  dépens  de  r  {*);  de  même  la  somme 
des  éléments  négatifs  a  une  limite  finie  ou  infinie  —  L2.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  double  ait  une 
valeur  finie,  déterminée,  et  indépendante  de  la  forme  de  la  région  r, 
est  que  les  limites  Lf  et  L2  soient  séparément  finies  :  car  si  elles 
étaient  toutes  deux  infinies,  la  différence  L|  —  L2  serait  indéter- 
minée, puisque  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent,  dans  l'intégrale 
totale,  les  éléments  positifs  et  négatifs,  est  tout  à  fait  arbitraire. 
Si,  au  contraire,  L|  et  L2  sont  finis,  l'intégrale  double  aura  pour 
limite  L|  —  L2,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  région  r. 

Des  considérations  identiques  s'appliquent  au  cas  de  la  discon- 
tinuité de  la  fonction. 

Ainsi,  pour  que  l'intégrale  /   /  f[x^  y)dv  dÀl  une  limite  finie 

et  déterminée,  il  faut  et  il  suffit  que  les  éléments  positifs  et  néga- 
tifs de  l'intégrale  aient  séparément  des  sommes  finies,  condition 
équivalente  à  la  suivante  : 

L'intégrale 

[moàf{x,y)\  da 


fi 


R 

doit  avoir  une  limite  finie, 

oO.   11  n'y  a  pas  de  règle  générale  permettant  de  reconnaître  si 
l'intégrale   /  /  \moàf{x^y)\d7  a    (ou  non)   une  limite   finie; 

comme  dans  la  théorie  des  intégrales  simples,  on  doit  se  borner  à 
des  règles  particulières  dont  voici  les  plus  intéressantes. 

oi.   Champ  infini.  —  Supposons  que,  pour  tous  les  points  x^  y^ 
extérieurs  à  un  cercle  fixe  Co,  de  ravon  po,  on  ait 

p  étant  la  distance  du  point  x^  y  au  centre  du  cercle  Co,  A  une 


(')  Car  une  somme  de  Icrmes  de  même  signe  est  indépendanle  de  l'ordre  de 
ces  termes. 
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constante,  a  un  exposant  supérieur  à  3.  Je  dis  que,  dans  ces  con- 
ditions, Tintégrale 

[moàf(x,y)\dfs 


SI 


•est  finie  dans  un  champ  infini  quelconque. 

En  effet,  dans  la  partie  du  champ  intérieure  au  cercle  Co,  Tin- 
tégrale  ci-dessus  a  une  valeur  finie,  si,  bien  entendu,  f{x^  y)  est 
une  fonction  continue  dans  le  champ  donné  ;  quant  à  sa  valeur  dans 
la  partie  du  champ  extérieure  au  cercle  Co,  on  l'augmente  en  pre- 
nant pour  champ  toute  la  région  du  plan  extérieure  à  ce  cercle, 
car  tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  positifs.  Or,  dans  ce  nou- 
veau champ,  on  a,  d'après  l'hypothèse, 

Jj  [  mod/(ar,  y)]  rfa  ^  JJ   ~  p  rfp  dm, 

en  remplaçant  l'élément  d'aire,  d<y^  par  pdpdo}^  en  coordonnées 
polaires  (n®  27).  Dans  l'intégrale  double  du  second  membre,  les 
limites  sont  po  et  oo  pour  p,  o  et  air  pour  w  (n®  36);  elle  s'écrit 
donc 

A  /       i---î-    /        dtii,        c'est-a-dire (  — -r  )    » 

expression  qui  se  réduit  à PÔ^'?  puisque  a  >-  n.  Cette  quan- 

tité  étant  finie,  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.  Q.  F.  n. 

52.  Fonction   discontinue    en    un   point.    —    Supposons    que 

/(^jy)  soit  infinie  en  un  point  O,  mais  de  telle  sorte  que,  dans 

l'intérieur  du  cercle  Co,  de  rayon  p©,  ayant  ce  point  pour  centre, 

on  ait 

A 

9' 


mod/(a?,7)$— , 


p  étant  la  distance  du  point  x,  y  au  point  O,  Â  une  constante, 
a  un  exposant  inférieur  à  2.  Je  dis  encore  que,  dans  ces  condi- 
tions, rintégrale 

[modf{x,y)]d9 


II' 


est  finie  dans  un  champ  fini  quelconque,  entourant  le  point  O. 
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Il  suffît  en  effet  de  le  démontrer  en  prenant  pour  champ  tout 
l'intérieur  du  cercle  Cq*  Or  on  a,  d'après  Thypothèse, 

/  j    [mod/(a:,  y)]  d^^J  f  Z^P  ^9  ^^^ 
et  l'intégrale  du  second  membre  s'écrit 

^    /       ^—z-    I       atû,        cest-a-dire { -^—^  )    ; 

elle  est  donc  finie  et  égale  à  ; PÎ"*?  puisque  a  est  inférieur  à  2. 

Il  en  résulte  que  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.    Q.    F.    D. 

53.  Fonction  discontinue  le  long  d'une  ligne.  —   Supposons 
(\vLe  /(a:y  y)  soit  infinie  le  long  d'une  ligne  L  {Jlg.  27),  mais  de 


telle  sorte  que,  dans  une  zone  R,  limitée  par  deux  lignes  L|  etLs, 
parallèles  à  la  ligne  L  et  comprenant  celle-ci,  on  ait 

modf{x,jr)Ç-, 

l  étant  la  distance  du  point  xy  à  la  ligne  L,  A  une  constante,  a  un 
expo.sant  inférieur  à  l'unité.  On  peut  établir  assez  aisément  que 

l'intégrale    /  /  [mod/(a:,  ^)]rfo'  est   finie   dans    un    champ    fini 

quelconque,  traversé  ou  bordé  par  la  ligne  L. 

Pour  simplifier,  on  ne  donnera  cette  démonstration  que  dans  le 
cas  où  la  ligne  L  est  une  droite,  qu'on  peut  toujours  supposer 
coïncider  avec  l'axe  des  x. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  en  prenant  pour 
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champ  la  région  (ombrée)  limitée    par  l'axe  des  x^   l'une  des 

lignes  L^  ou  L|  i^fig.  st8),  qui  sont  ici  des  droites  parallèles  à  Ox, 

et  par  deux  parallèles  quelconques  à  Oy,  situées  à  distance  finie. 

Soient 

y  —  U,       y  —  o, 

a?  =  a,         X  =^h 
les  équations  des  quatre  droites  limitant  le  champ;  on  a  dans  ce 


Fig.  28. 


^ 


'8 


champ,  en  vertu  de  l'hvpothèse, 

JJ[moàf{x,y)\d<!<JJ^^dxdy, 


L'intégrale  du  second  membre  s'écrit 


i/o      J      ^a 


dx^ 


c'est-à-dire 


b  —  a)f     I     \^ 


->  A(6  — g) 

a 


quantité  finie,  puisque  a  <;  i;  ce  qui  démontre  la  proposition 


Exemples. 


54.  Triangle.  —  Désignons  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  linéaires 
àe  x^y\  l'intégrale 

d(s 


II 


PaQPRr 


prise  à  l'intérieur  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  P=o, 
Q  =  o,  R  =  o,  est  finie  et  déterminée  sia^ijP^iyY*^'' 

Soit  en  effet  ABC  le  triangle  considéré  {fig*  29);  retranchons-en, 
aux  angles,   les  trois  petits  parallélogrammes  ombrés  :  il  s'agit 
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(l'établir  que  Tiatégrale 


■=// 


modPaQPRï' 


prise  :  i"*  dans  la  région  restante  non  ombrée;  2"  dans  chacun  des 
parallélogrammes  ombrés,  est  finie. 

Or,  au  voisinage  du  côté  ab^  dans  la  région  non  ombrée,  Q  et  R 
De  s'annulent  pas,  de  sorte  que,  le  loog  de  ab  et  au  voisinage  de 

ce  côté,  mod  r-2 —  est  inférieur  à  une  quantité  finie;  donc,  en 

QPRY  ^  '  ' 

vertu  d^une  proposition  précédente  (n**  53),  puisque  a  est  plus 
petit  que  Tunité,  la  discontinuité  de  la  fonction  ——-7; — i  due  à 
l'évanouissement  de  P  le  long  de  a6,  n^empéche  pas  l'intégrale  1 


d'être  finie.  Les  exposants  ^  et  y  étant  de  même  inférieurs  à 

l'unité,  l'intégrale  I  est  finie  dans  le  champ  non  ombré  intérieur  au 

triangle  ABC. 

Reste  à  prendre  cette  intégrale  dans  les  trois  parallélogrammes 

ombrés.  Soit  par  exemple  celui,  ic,  qui  a  pour  sommet  B  :  si  l'on 

prend  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  P  =  o,  Q  =  o  qui  se 

coupent  en  B,  en  désignant  leur  angle  par  0,  on  a,  pour  l'élément 

d'aire, 

d(s  =  dXdY  sinO; 

d'ailleurs  P(j?,^)est  proportionnel  à  X,  Q(j;,  y)  à  Y,  el,  dans  le 

parallélogramme  ic,  R  ne  s'annule  pas,  de  sorte  que  mod  -^  reste 
inférieur  à  une  limite  finie.  Donc 

d(j  ^  ^^   r  r  dXdY 


ff ±—^<Mff 

J  J^  modPo'QPRY-     J  J^ 


XaYP 


1 
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LMntégrale,  au  second  membre,  s'écrii 


M 


i     X«7       YP  ~(a-i)(p~i)lx*->yo\YM/ 


c  et  6  désignant  les  longueurs  des  côtés  du  parallélogramme  tz 
cette  expression  est  finie,  puisque  l'on  a 


a<  I, 


p<i; 


l'intégrale  I  est  donc  finie  dans  tc.  Elle  est  de  même  finie  dans  les 
deux  autres  parallélogrammes,  ce  qui  établit  le  théorème. 
On  a  une  proposition  semblable  pour  l'intégrale 


// 


f(x.y)d<s 
P«QPRY    ' 


prise  dans  le  même  triangle,  pourvu  que  /{x^y)  reste  inférieure 
en  valeur  absolue,  dans  ce  triangle,  a  une  quantité  finie. 

55.  Intégrale  de  Cayley.  —  Donnons,  d'après  Cajley,  un 
exemple  d'intégrale  double,  prise  dans  un  champ  infini,  et  dont  la 
valeur  dépend  de  la  forme  de  la  région  R  :  cette  intégrale  sera 
nécessairement  formée  d'éléments  positifs  et  négatifs,  de  sommes 
séparément  infinies  (n**  49). 

Soit  l'intégrale 


1=   I  j  s\n  {x^ -h y^ )  dfs^ 


étendue  à  l'angle  indéfini  xOy. 

Pour  la  calculer,    prenons    d'abord   pour  champ   R    un  rec 

V 

Fig.  3o. 


langle  OACB  (Jig^  3o),  de  côtés  a  et  6,  que  nous  ferons  ensuite 
croître  indéfiniment. 
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L^Iutégrale  s'écrit 


63 


Jf      slnx^dx   I     cos jr*  dy -r-    1 
0  *^0  •y  9 


cosa:*  dx 


Jf     slny^  dy. 
n 


Les  inlégrales  (dites  de  Fresnel) 


f       sin 


x^  dx    et 


cosar*  dx 


sont  Gnies  et  égales  à  —   »  comme  on  le  verra  plus  tard;  on  a  donc, 
en  faisant  croître  indéfiniment  a  et  6, 


1=  2 


Évaluons  autrement  I,  en  prenant  pour  champ  R  un  quart  de 


Fig.  3i. 


cercle  de  centre  O  et  de  rayon  p  que  nous  ferons  ensuite  croître 
sans  limite  {Jig»  3i).  On  a,  en  coordonnées  polaires, 


1=    /    /  (sinp*)prfprfw, 


c'est-à-dire 


ÏC 


,=  /-<..,.,p.p/-.-.î(=^X 


—  cosp*\''__ 


ir 


-(l-COS/>«), 


expression  qui  n'a  pas  de  limite  déterminée  pour/?  infini. 

56.   Intégrales  multiples  en  général.    —  Nous  n'avons  parlé 
jusqu'ici   que  d'intégrales  doubles  et  triples;  la   généralisation 
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s^impose  d'elle-même.  Ainsi  Tintégrale  quadruple 

î  ^  f  f  f  f  A^^yy  ^'  t)dxdydzdty 

étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x^  y^  z,  t  qui  vérifient  une  ou 
plusieurs  inégalités, 

sera   finie    et   déterminée   si,  pour  Tensemble   de  ces   valeurs, 

f{x^y^  3,  t)  est  continue  et  si  aucune  de  ces  valeurs  n'est  infinie. 

Le  calcul  de  Tintégrale  I  se  ramènera  à  celui  d'une  intégrale 

triple^  si  par  exemple  on  a,  pour  définir  le  champ,  la  seule  iné- 

gai  i  té 

x^^y^-k-  ^«-f-  i*—  R*<  o, 

on  aura 

j;,  y,  z  étant  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale     / 

/i,  /a  étant  les  valeurs  que  donne  pour  t^  en  fonction  de  x^  y^  z^ 
l'équation 

j:*-f-7*-r-3'-f-  <*—  R*=  o. 

Quant  au  champ,  V,  de  l'intégrale  triple,  il  comprendra  l'en- 
semble des  valeurs  de  x^y^  z^  telles  qu'il  leur  corresponde,  par 
l'équation  précédente,  une  valeur  de  t  réelle;  ce  sera  donc  Tinté- 
rieur  de  la  sphère  x'^ -^ y-  -{-  z^  —  R=^  =  o. 

57.  Li  théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
doubles  et  triples  s'étend  sans  difficulté  aux  intégrales  multiples 
d'ordre  quelconque  :  on  remplace  dxdy  dzdt  par 

mod  J  du  dv  dw  d^, 

en  désignant  par  J  le  jacobien  des  anciennes  variables  x^y^  5,  /, 
par  rapport  aux  nouvelles,  u^  i',  (v,  6. 

58.  Dérivation  sous  les  signes   //,  f  f  f ,  —  —  On  établit, 


et 
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comme  dans  le  cas  de  Pintégrale  simple,  les  formules 

d 


ctoL 


pourvu  que  les  champs  d'intégration,  c'est-à-dire  l'aire  plane  C 
et  le  volume  V,  soient  indépendants  du  paramètre  a.  Ces  formules 
donnent  lieu  à  des  observations  semblables  à  celles  que  Ton  a 
présentées  en  parlant  de  la  règle  de  Leibniz  (Tome  I,  n°  322). 


H-    —   " 


66 
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CHAPITRE  IL 

INTÉGRALES  DE  LIGNES  ET  DE  SURFACES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


59.  Intégrale  curviligne.  —  Soit  j^  une  fonction  bien  définie  et 
continue  de  x^  y  =  ^(^x)\  désignons  par /(or,  y)  une  (onction 
continue  et  déterminée  de  or  et  y  :  il  est  clair  que  /[^,  f  (^)]  est 
une  fonction   continue   de  la  variable  x.   Dès  lors,  l'intégrale 

/     fi^jj)^^   ^^^  ^"®  intégrale   ordinaire,   par  rapport  à  la 

variable  de  sommation  x.  On  dit  que  c'est  une  intégrale  curçi- 
ligne  :  pour  la  déterminer  en  effet,  il  faut  se  donner,  non  seule- 
ment la  fonction /(^,  y),  mais  la  courbe  j^  =  5p(a:).  Figurons 

Fig.  32. 


-ce 


celte  courbe  (yîg.  32);  l'intégrale  curviligne  ci-dessus   se  repré- 
sente souvent  par  le  sj^mbole 


(t) 


«^'amb 


AMB  désignant  l'arc  de  la  courbe  j^:=©(:r)  sur  lequel  reste  le 
point  x^  y^  entre  les  limites  d'intégration. 

Au  lieu  de  x^  on  peut  prendre^  comme  variable  de  sommation, 
et  l'on  définit  de  même 


/ 


4'(^»r)^r- 
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Enfin,  on  peut  considérer  des  intégrales  curvilignes  de  la  forme 


(2) 


/      [/(^>  y)  dx-^^ix,  y)  dy]. 


«-AMB 


Il  est  clair  que  Ton  a 


•/AMB  *^BMA 


BMx\   étant  l'arc   AMB  décrit  en  sens  inverse;   car  dx  et  dy 
changent  de  signe  quand  on  change  le  sens  du  parcours  de  l'arc. 
De  même,  si  M  est  sur  l'arc  entre  A  et  B,  on  a  évidemment 


^AB       *^AM       «^Ml 


60.   Remarque.  —  D'après  cette  définition,  l'intégrale 

/     f{^yy)dx 

•/AMB 


est  la  limite  de  la  somme 

OÙ  Ton  désigne  par  a,  x^^  X21  ...,  •^/o  •••)  ^  'es  abscisses  de  points 
A,  //î| ,  m^t  •••,  /W/i,  *"•)  B,  marqués  arbitrairement  sur  l'arc  AMB, 


y 


JC 


en  allant  de  A  vers  B,  et  que  l'on  multiplie  de  manière  que  leurs 
intervalles  successifs  tendent  vers  zéro;  par  $«,  villes  coordonnées 
d'un  point  quelconque  compris  sur  l'arc  entre  m„  et  nin^^. 
On  définirait  d'une  manière  semblable  l'intégrale 


/ 


{fi^.y^  ^)dx  -H  ^{x,  y,z)dy-¥  x(a:,  y,  z)  dz]. 


prise  le  long  d'un  arc  de  courbe  gauche  j^  =  (p,  (a:),  z  =  Ç2(^). 


68  PREMIÈRE   PARTIE.   —  COMPLÉMENTS    DU   CALCCL  INTÉGRAL. 

Extension.  —  L'intégrale  curviligne  (i)  peut  être  prise  le 
long  d'un  arc  ÂM6  admettant  une  tangente  parallèle  à  Oy, 
en  C  {fig'  33);  seulement  y  ne  désignera  pas  la  même  fonction 
de  X  sur  l'arc  AC  et  sur  l'arc  CB  :  si  par  exemple  ACB  est  un  arc 
d'ellipse,  la  fonction  y,  sur  Tare  AC,  correspondra  à  un  certain 
signe  d'un  radical,  et  au  signe  contraire  sur  l'arc  CB. 

Une  remarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  (2). 

61.  Contours  fermés.  —  D'après  cela,  on  comprend  que  l'arc 
d'intégration  puisse  être  un  contour,  c'est-à-dire  une  ligne 
fermée,  et  cela  sans  que  l'intégrale  soit  nulle;  les  intégrales  de 
cette  nature  jouent  un  rôle  fondamental  en  Analyse,  ainsi'qu'on 
le  verra  dans  la  seconde  Partie  du  Cours;  avant  d'indiquer  une  de 
leurs  plus  importantes  propriétés,  présentons  à  leur  sujet  quelques 
observations. 

Sens  positif  sur  un  contour.  —  Si,  en  un  point  M  d'un  con- 
tour (y)  {fig-  34)j  on  trace  la  demi-normale,  Mj^j,  dirigée  vers 


Fig.  34. 

^ 

X 

0 

JC 

JC-, 


l'intérieur  de  l'aire  enveloppée  par  le  contour,  et  si  l'on  mène  la 
tangente  Mx<,  dans  un  sens  tel  que  l'angle  t<  Mjk«  présente  la 
même  disposition  que  l'angle  xOy^  on  dit  que  le  sens  M^<,  de  M 
vers  x^ ,  définit  le  sens  positif,  au  point  M,  sur  le  contour  (y).  Le 
sens  inverse,  M^'^,  est  le  sens  négatif. 

Intégrale  suii'ant  un  contour.  —  La  valeur  d'une  intégrale 
curviligne,  prise  le  long  d'un  contour  fermé,  en  partant  d'un  point 
initial  et  en  y  revenant,  est  indépendante  du  choix  de  ce  point,  et 
ne  dépend  que  du  sens  de  circulation  :  on  suppose,  bien  entendu, 
remplies  les  conditions  de  continuité  indiquées  plus  haut. 

En  effet,  décrivons  le  contour  (y)  {fig-  35),  en  partant  du 
point  A,  dans  le  sens  positif;  soit  B  un  autre  point  du  contour. 
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Oo    a 

f     A^.y)dx=  f   -^  f  . 

«>'aBMA  ^kli  ^BM\ 

ce  qui  démontre  le  théorème  ;  car,  dans  les  deux  seconds  membres, 
y  ^\.  ûc  ont  les  mêmes  valeurs  sur  les  arcs  ÂB  et  BMA,  ainsi  que  la 


fonction  fi^x^  y)^  puisque  celle-ci  est  une  fonction  bien  déter- 
minée de  X  et  y.  Si  le  sens  de  circulation  change  sur  le  contour, 
l'^intégrale  change  évidemment  de  signe  (n°  59). 

62.    Intégrale  de  surface.  —  Soit  une  portion  limitée,  û,  d'une 
surface,  z=.^{x^ y)^  la  fonction  <p(:r,y)  étant  supposée  déter- 
xninée  et  continue  dans  la  région,  C,  du  plan  des  xy  où  se  pro- 
jettent les  points  de  û;   désignons  par  f{x^  y^  z)  une  fonction 
déterminée  et  continue  de  x^y,  z  :  il  est  clair  que  f\^x^y^  tC-^î^)] 
sera  une  fonction  déterminée  et  continue  de  j:,  y^  dans  la  région  C. 
Cela    posé,    décomposons    la    surface  û  en   éléments   d*aire, 
AcO|,  A(02,  ...,  A(i>;2,  ...;  désignons  par  Ç;,,  t^^,,  'C^n  les  coordonnées 
d^iin  point  quelconque  de  la  surface  compris  dans  Taire  AcO/t,  et 
considérons  la  somme 

(3)  S/CU^În,  U)Aui„, 

ëlendue  à  tous  les  éléments  d'aire  :  je  dis  qu'elle  tend  vers  une 
limite  finie  et  déterminée  quand  les  dimensions  de  ces  éléments 
tendent  vers  zéro  dans  tous  les  sens. 

On  a  en  effet  rigoureusement,  en  désignant  par  Ao-,,  l'aire  de  la 
région  du  plan  des  xy  où  se  projettent  les  points  de  l'aire  Aco,, 
(n-  43)  : 

Aa>rt=  1    /      yj  \ -\-  p^ -^  q'^  dx  dy^ 
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p  et  q   désignant  t^  cl  ^«  On  déduit,   par   le   théorème   de   la 
moyenne  (n°7), 

^/i>  yn  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'aire  At;,,  et  la 
somme  (3)  considérée  s'écrit 

elle  est  maintenant  étendue  à  tous  les  éléments  At^  de  l'aire  C, 
dans  le  plan  des  xy;  Ç„,  rin  et  :r„,  yn  sont  les  coordonnées  de 
deux  points  appartenant  à  l'élément  At^,-  On  en  conclut  sans  dif- 
ficulté, comme  au  n^  7,  que  cette  somme  a  pour  limite  l'intégrale 
double 


(4) 


J  I  /[^»7»  ^(^^ y)]\/i-^ p--i-  Ç'  dx dv, 


ce  qui  établit  la  proposition. 

On  a  supposé  que  la  poi*tion  de  surface  û  n*est  coupée  qu'en  un 
point  par  toute  parallèle  à  Oz  ayant  son  pied  dans  la  région  C  : 
s'il  en  est  autrement  on  divisera  Û  en  parties  jouissant  de  cette 
propriété,  et  l'intégrale  pour  Û  sera  la  somme  des  intégrales  pour 
les  parties  composantes. 

La  limite  de  la  somme  (3)  se  nomme  intégrale  de  sur/ace  et 
se  représente  par  le  symbole 

z  étant  supposé  remplacé  par  sa  valeur  en  a?,  y  déduite  de  l'équa- 
tion de  la  surface  considérée. 

On  la  calculera  à  l'aide  de  son  expression  (4),  ou  d'expressions 
analogues  en  coordonnées  curvilignes,  que  l'on  obtiendrait  de  la 

même  manière.  D'ailleurs  dans  (4),  la  quantité  y/i-f-j^M-^  est 
égale  à  |cosy|,  |cosy|  désignant  la  valeur  absolue  du  cosinus  de 
l'angle  y  que  fait,  avec  Oz,  la  normale  au  point  x^y,  z  de  la  sur- 
face û  ;  on  a  donc 
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II.  -  FORMULES  DIVERSES. 


63.  On  va  établir  maintenanl  quelques  formules,  relatives  à 
des  transformations  d'intégrales  de  lignes  et  de  surfaces,  et  qui 
ont  une  grande  importance  en  Analyse  ou  en  Physique;  ce  sont 
la  formule  de  Riemann,  celles  d*Ostrogradsky  et  de  Stokes. 

64.  Formule  de  Riemann.  —  Soient  M(;r,  y)  et  N(a:,  y)  deux 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  x,y\  considérons  l'in- 
tégrale double 

prise  à  l'intérieur  d'une  aire  C,  dans  laquelle  on  suppose  "j-  et  -r- 

bien  déterminées  et  continues. 

On  a  d'abord,  en  calculant  l'intégrale  double  comme  d'ordinaire, 

X. 


L'intégrale  simple  à  laquelle  se  ramène  ainsi  l'intégrale  double 

Fi  g.  36. 


considérée  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes  (n"S9), 
à  savoir  {Jig»  36) 

—  /      M(Xf  y)dx    et     -h   /      M(Xf  y)dx; 


72 


or, 


et  par  suite 
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-f  "f  ■ 


BQAPB 


L'intégrale  du  second  membre  est  une  intégrale  curviligne,  prise 
le  long  du  contour  y,  qui  limite  le  champ  C,  ce  contour  étant 
décrit  dans  le  sens  positif.  De  même 


/iS''^'<>'=/'''-^/'S'^ 


Y. 


le  contour  y  étant  encore  décrit  dans  le  sens  positif. 

On  obtient  ainsi  W  formule  de  Riemann  {ou  de  Green)  : 

qui  transforme  une  intégrale  curviligne  en  intégrale  double,  et. 
inversement. 

65.  On  a  implicitement  admis,  dans  la  démonstration,  que  le 

Fig.  37. 


co 


contour  y  n'est  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute 
parallèle  aux  axes  Ox  et  Oy.  Dans  le  cas  d'une  courbe,  comme 
celle  de  la  figure  ci-dessus  {fig*  87),  coupée  en  plus  de  deux 
points  par  des  parallèles  à  Oy,  on  divise  le  champ  C  en  champs 
partiels  Cl,  C2,  ...  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Ici,  il  suffit 
de  tracer  la  droite  AB  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux 
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tangenles  parallèles  à  Oy,  et  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 

/X  (-  ™  *■  S)  ^*-X.„'"  "^^  '*'■ 


m- 


dM       f^N\ 


dy         dx  I 


dxdy  =   I       (Mdr-hN  dy\ 


'Cj  ^  «^  '  «^  APBA 

d'où,  en  ajoutant, 

//=  (     -/■ 

*^    «^C         «-APBA  +  ABQA        «^y 

caries  intégrales   f    ei   f    se  détruisent  (n**  S9).  La  formule  est 
donc  vraie  pour  un  contour  quelconque. 

Corollaire  I.  —  On  déduira  plus  tard,  de  la  formule  de 
Riemann,  le  théorème  fondamental  de  Gauchj  sur  les  intégrales 
des  fonctions  d^une  variable  imaginaire;  deux  autres  corollaires, 
que  Ton  va  exposer,  ont  une  grande  importance  en  Physique. 

Si,  pour  les  valeurs  de  x^y  comprises  dans  une  région  êl  du 
plan,  Texpression  Mrfjr-j-NrfjK  est  une  différentielle  exacte,  on 

sait  que  l'on  a  —  =  —,  et  réciproquement  (Tome  I,  n**  327). 

En  ce  cas  l'intégrale 


est  nulle  quel  que  soit  le  champ  C  dans  la  région  Jl;  et,  d'après 
la    formule    de    Riemann,    il    en    est    de    même    de    l'intégrale 

Jf  (M  da:  4-  N  dy)  quel  que  soit  le  contour  y  dans  âl, 
r 
Inversement^  si    /   est  nul  dans  c^  quel  que  soit  y?  /  /    l'est 

également  d'après  la  formule  de  Riemann  :  je  dis  que  dès  lors  la 

quantité  —  -r 1"  t~  est  nulle  en  tout  point  j?,  y,  de  A,  Lar  si 

elle  ne  l'était  pas,  on  pourrait  tracer  autour  de  ce  point  un  contour 
fermé,  C,  à  Tinlérieur  duquel  la  quantité  considérée  garderait  un 

signe  constant,  et  l'intégrale   1   1   ne  serait  pas  nulle,  contraire- 
ment à  ce  qui  précède.  Donc  : 

Si  l'intégrale  1  (Mdx-^-Ndy)  est  nulle  le  long  d'un  con- 
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tour  fermé  quelconque,  dans  une  certaine  région  du  plan, 
l'expression  M  rf^  -j-  N  rf^  est,  dans  cette  région,  une  différen- 
tielle exacte. 

Corollaire  II.  —  La  proposition  s'étend  au  cas  de  trois  variables. 

Supposons  que  l'intégrale    /  (Mrfx  +  N  d^jK  +  P^-s)  où  M,  N,  P 

sont  des  fonctions  de  a?,  y^  z,  soit  nulle  le  long  d'un  contour, 
gauche  ou  plan  quelconque  de  l'espace  :  elle  sera  nulle  en  parti- 
culier le  long  de  tout  contour,  y,  tracé  dans  le  plan  5  =  ^o  î  comme 
elle  se  réduit  alors  à 


l 


M (37,  7,  Zçi)dx-\-^{x,  y,  Zo)djr, 


on  aura,  d'après  le  corollaire  précédent, 

dM{x,y,  Zq)  ^  d?i{x,y,Zo) 
dy  Ov 

OU,  puisque  Zq  est  arbitraire, 

dy  ~  d-r  ' 

identiquement,  c'est-à-dire  quels  que  soient  a?,  y,  z. 
De  même 

dz        àx  ' 

dz        dy 

identiquement  (quels  que  soient  x^  y^  z),  ce  qui  établit  (Tome  J, 
n*»  328)  que  M  rfo; -|- N  rf^  +  P  rf^  est  une  différentielle  exacte. 

66.  Remarque.  —  Il  importe  de  préciser  les  conditions  dans 
lesquelles  la  formule  de  Riemann  est  rigoureusement  établie. 
On  a  supposé  essentiellement  que  l'intégrale  double  a  un  sens, 

c'est-à-dire  que  ^  et  —  sont  des  fonctions  bien  déterminées  et 

continues  dex  et  y,  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  l'aire  G; 

on  a  également  admis  que  les  intégrales    Cm  dx  el    Tn  dy  ont 


un 
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sens,  c'esl-à-dire  que  les  fonctions  M  et  N  sont  déterminées  et 
continues  sur  le  contour. 

En  particulier,  la  formule  est  applicable  si  toutes  les  fonc- 

lions  M,  N,  —  >  ^,  des  variables  indépendantes  xeiy^  sont  bien 

déterminées  et  continues  à  V intérieur  et  sur  le  contour  de 
Vaire, 

67.  Application.  —  Soit  C  une  aire  limitée  par  un  contour  y 
quelconque,  sans  point  multiple.  On  a,  en  faisant,  dans  la  formule 
de  Riemann,  M  =  — y,  N  =  o  : 

I   j  dx  dy  =  —    \   y  dx. 

Le  premier  membre  est  Taire  de  la  portion  C  du  plan;  on  peut 
donc  dire  que  Taire,  JU,  intérieure  à  un  contour  y,  sans  point 

multiple,   est  donnée    par  l'intégrale  curviligne    —  /  ydx^    le 

contour  y   étant  décrit  dans   le   sens  positif,  ou   à    /  ydx^   le 

contour  étant  décrit  dans  le  sens  négatif. 

On  peut  faire  reposer  sur  celte  remarque  une  démonstration, 
1res   simple,  de   la  règle   du    changement  de  variables  sous   le 

signe//. 

Soit 


\=-JjAx,y)d7 


l'intégrale  double  proposée;  on  pose 

(6)  ar  =  cp(a,('),        y  =  ^{u,v). 

Lorsque  le  point  j:,  y  reste  dans  le  champ  C,  le  point  de  coor- 
données rectangulaires  u,  v  reste  à  Tinlérieur  d'un  champ  C  :  on 
suppose  que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  champs 
est  univoque,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  u,  i^  de  G  correspond 
un  seul  point  x,  y,  de  C;  et  réciproquement. 

D'après  cela,  à  une  aire  quelconque  Ao-,  intérieure  à  C,  répond, 
à  l'intérieur  de  C,  une  aire  Aa^;  or  il  y  a,  entre  At  et  Acr',  une 
relation  remarquable. 


76  PREMIÈRE   PARTIE.    —    COMPLÉUENTS  DU   CALCUL   INTÉGRAL. 

On  a  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 


Ad 


=  j  ydxy 


Y  étant  le  contour  de  l'aire  At,  décrit  dans  un  sens  tel  que  le 
second  membre  soit  positif.  En  faisant  dans  cette  intégrale  curvi- 
ligne simple  le  changement  de  variables  (6),  on  trouve 


.,=/i,(«,.)(.grf«+grf.), 


y'  étant  le  contour  de  Taire  Acr',  puisque  évidemment,  lorsque  le 
point  x^y  décrit  y,  le  point  w,  ç  décrit  y'. 

Appliquons  au  second   membre  la    formule  de  Riemann,    en 
faisant 


il  vient 


^  du  ^  ôv 


"-/L(-f-S)-*=*/L(-l*â^âS)-- 


On  a  mis  ih  parce  qu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens  le  point  i/,  r 
décrit  y  quand  x,  y  décrit  y  dans  le  sens  considéré  ;  il  faut  choisir 
le  signe  de  façon  que  Ao-  soit  positif. 
Or,  si  l'on  pose 

'^       du  dv        du  dv 

(jacobien  de  ©,  ^  par  rapport  ù  u,  ç),  on  peut  écrire,  en  vertu  du 
théorème  de  la  moyenne, 

A(x=±  f  f   5  (u,  u)  du  dç=  Id'moâ  3  {u\  v'), 

en  désignant  par  w',  ç'  un  point  de  l'aire  At'  ou  de  son  contour, 
et  en  se  souvenant  que  le  signe  doit  être  choisi  de  manière  que  Ao- 
soit  positif.  Cela  posé,  soit  .r',  y  le  point  de  l'aire  Ao*  qui  répond 
au  point  u' ^  v^ ]  on  a,  pour  I,  d'après  la  définition  même  de  Tinlé- 
grale  double, 

c'est-à-dire  en  remplaçant  x\y'  par  <p(w',  i''),  ^'(w',  i^'),  et  Ao-  par 
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sa  valeur  ci-dessus, 

1  =  liin2/[o(M',  t;'),  ^{u\  p')]A(j'modJ(M',  i>'), 

d^où,  en  passant  à  la  limite,  et  puisque  la  somme  s^étend  à  tous 
les  éléments  A^  du  champ  C, 

I  =  /    f  /[o{u,v),f^{Uf  ç)]mod  J {u,  v) du dv . 

C'est  la  formule  connue  du  changement  de  variables. 

68.  Formule  d'Ostrogradsky.  —  Soit  (Jig.  38)  V  un  volume, 
limité  par  une  surface  fermée  û,  que  Ton  supposera  rencontrée  en 

Fig.  38. 


deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oz;   désignons   par 

R(x,^,  s)  une  fonction,  continue  ainsi  que  sa  dérivée  partielle  -77» 
à  rinlérieur  et  sur  la  surface  du  volume  V.  L'intégrale  triple 


'^fff/^'^'^^'^' 


se  transforme  aisément.  Calculons-la  en  commençant  par  l'inté- 
gration en  z]  on  a,  en  désignant  par  C  la  région  du  plan  des  xy  où 
se  projettent  les  points  du  volume  V,  par  5,  et  Z2  les  cotes  des 
points  de  la  surface  Q  qui  répondent  à  x  et  y  i^fig»  38), 


(0 


'■/X^'^-^U"S-] 


=   /  /  dxdy\^{x,y,z^)'-'^{x,y,z^)\. 


Soit  Y  l'angle,  compris  entre  o  et  tc,  que  fait  avec  l'axe  Oz,  dirigé 
de  O  vers  z,  la  normale  à û  en  un  point,  x^y^z\  cette  normale,  N, 
étant  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  V  :  y  est  aigu  au  point  z^^ 


\ 
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car  la  parallèle  à  Oz^  issue  de  z-ij  sort  du  volume  V  en  ce  point; 
de  même  y  est  obtus  au  point  ^|. 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  Û^  etûf  les  portions  de  la  sur- 
face Û  qui  sont  respectivement  au-dessus  et  au-dessous  de  la 
courbe  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  Oz,  on  a,  d'après 
la  formule  (5)  du  n**  62, 

=  J  f  R(^>  r»  ^«)  ^  ^7» 

car  on  a,  sur  Û2, 

cosY  =  |cosy|, 

puisque  y  est  aigu.  De  même,  puisque  Ton  a  sur  û|, 

cosY  =  —  Icosyl, 
il  viendra 

Il    R{x,y,Zi)cos^(doi  =  —   I  I  R{x,  x,Zi)dûrdy. 

Ajoutons  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  nous  trouvons, 
puisque/^  4-/^=/^, 

(2)  /    /  dxdy[R{x,y,Z2)—R{x,y,Zi)]z=  j    i  R(Xy  y,  z)cos^  d(a. 

En  portant  cette  valeur  dans  (i),  on  arrive  à  la  formule  finale  : 

(3)  I  =    f  f  f  —  dar  dy  dz  =    ff  R{x,  y,  z)  cosy  dfxy, 

Y  étant  l'angle^  compris  entre  o  et  ir,  que  fait,  avec  0-3,  la  normale 
en  X,  y,  5,  à  la  surface  û,  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  V. 
De  même,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  autres  fonctions  con- 
tinues de  x^  y^  z,  et  par  a,  ^  les  angles  que  fait,  avec  0.r  et  O^^', 
la  normale  en  un  point  de  û,  toujours  dirigée  vers  l'extérieur 
de  V,  on  trouverait 

(4)  Jjf  dx^^^^^  "^  j   rP(^>.r»-)cosa  t^w, 

(5)  JJJ^dxdydz  =^JJq(x,y,z)cos^do>, 


CHAPITRE  II.  —  INTEGRALES  DE  LIGNES  ET  DE  SURFACES.        79 

doù,  par  additioa, 

I  I  I  \à~  "^;P"^Tr)^^^^  ^  I    I   (Pcosa4-Qcosp-+-RcosY)û?u). 

C'est  la  formule  d'Oslrogradsky  (ou  de  Green),  qui  transforme 
une  intégrale  de  volume  en  une  intégrale  de  surface,  et  inverse- 
ment. 

Si  la  surface  û  est  rencontrée  en  plus  de  deux  points  par  des 
parallèles  aux  axes,  il  est  aisé  d^établir  que  la  formule  subsiste, 
en  employant  la  méthode  indiquée  à  propos  de  la  formule  de  Rie- 
mann  (n^  65). 

69.  Formule  de  Stokes.  —  Elle  transforme  l'une  dans  l'autre 
une  intégrale  de  surface  et  une  intégrale  curviligne. 

Soit  (i>  une  portion  de  surface,  limitée  par  une  ligne  fermée  X. 
Nous  admettrons  que  (o  a  deux  faces  distinctes,  que  nous  appel- 
lerons w'et  co"^  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  passer  d'une  face  à 
l'autre,  en  cheminant  sur  la  surface,  qu'en  traversant  le  contour  X. 
Nous  appellerons  direction  de  la  normale  à  une  face  celle  d'un 
rayon  lumineux,  réfléchi  normalement  par  cette  face  supposée 
polie  :  les  normales  N'  et  N"  aux  deux  faces  co'  et  co",  en  un  même 
point,  ont  ainsi  des  directions  opposées. 

Nous  aurons  également  besoin  de  définir  le  sens  d'un  mouve- 
ment sur  l'une  ou  l'autre  face  de  o).  A  cet  effet,  imaginons  un 
observateur  debout  sur  la  face  co',  par  exemple,  la  tête  sur  la  nor- 
male à  cette  face,  placé  près  du  contour  X  et  regardant  ce  con- 
tour :  on  dira  qu'un  mobile  décrit  le  contour  X  dans  le  sens 
positif,  sur  la  face  co',  si  l'observateur  le  voit  passer  devant  lui  de 
droite  à  gauche.  Sur  la  face  lo'^,  le  même  mouvement  aurait  d'après 
cela  le  sens  négatif. 

70.  Admettons,  pour  commencer  (/tg»  Sg),  que  la  surface  o 
ne  soit  rencontrée  qu'en  un  point,  au  plus,   par  toute  parallèle 
à  Oz;  elle  se  projette  dès  lors  dans  l'aire  (T|,  que  limite,  sur  le 
plan  des  xy^  la  projection  X^  du  contour  X.  Considérons  une  face 
de  (i>,  la  face  co',  par  exemple,  dont  une  normale  N'  fait  avec  Oz 
un  angle  aigu  :  en  chaque  point  de  (o',  la  normale  fera  encore 
avec  Oz  un  angle  aigu,  car  la  surface  (o  n'ayant  pas,  par  hypo- 
thèse; de  plan  tangent  parallèle  à  O^,  l'angle  considéré  ne  peut 


/ 
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devenir  droit  et,  comme  il  varie  d'une  manière  continue,  il  reste 
aigu. 

Si  M  est  une  fonction  de  x^  y,  on  a,  d'après  la  formule  de  Rie- 
mann,  dans  le  plan  des  xy, 


X 


le  contour  X|  étant  décrit  dans  le  sens  positif  sur  la  face  supé- 
rieure du  plan  des  xy^  en  raison  de  la  disposition  des  axes  de 
coordonnées. 

Fig.  39. 


Supposons  que  M  soit  une  fonction  continue  U,  de  x^  y^  5,  et 
que  z  soit  lui-même  une  fonction  de  x^  y^  définie  par  Téquation  de 

dz   dy 


la  surface  w  ;  on  devra  remplacer  -r-  par f-  -ir  ir:  »  ^t  ^^^  ^"^a  : 


(fi) 


-sm-'^''^"'''k'"- 


Or    /  U  dx  est  la  même  chose  que    /  U  dx^  car  x,  y  et  dx 

sont  les  mêmes  sur  Xi  et  X;  le  contour  X,  dans  cette  nouvelle  inté- 
grale curviligne,  est  décrit,  sur  la  face  co',  dans  le  sens  positif. 

D'ailleurs,  en  désignant  par  y  l'angle  aigu  que  fait,  avec  O5,  la 
normale  à  la  face  w'  au  point  x^y^  5,  on  a,  d'après  la  formule  (5) 

du  n®  62,  F  représentant,  pour  abréger, V  -jz  -ç—» 


(7) 


i     /    /    F(:r,7,  z)cosY  <ito  =    /    /    F(ar,  v,  <2)cosy  | 

=    /  y    V(^x,y,z)dxdy, 


dx  dy 

cosyI 


puisque  cosY=|cosY 
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Remplaçons  F  par  sa  valeur;  nous  obtenons  dans  (6),  en  vertu 
de  (7), 

Enfin  la  normale  à  co'  ayant  ses  cosinus  directeurs,  cosa,  cos^, 
cosY»  proportionnels  à  -r->  ^  et  —  i, 


—  I,  on  a 


cosa       cosS  ,,   ,  dz  cosS 

--r— = --r-i-  =  — cosY,         dou         T-  = -; 

oz  oz  *  oy  cos  Y 

dx  ây 

ce  qui  donne,  dans  (8), 

—  jf  (5^  cos  Y  -  -^  cos  p  j  rfo)  =  J    U  (a?,  7,  z)  dx. 

On  aurait  de  même,  en  désignant  par  V  et  W  des  fonctions 
continues  de  x^  y,  z^ 

~  J j  \àl  cofia--—  cos^jdoi=^  J\  (x,y,z)dy, 
et,  en  ajoutant, 

/Xh'(f-£) 

(9)    j       +<^^^H^ ~ âFJ -^^^^n^ " à^)\ ^"^ 

r        =    C  {\}  dx  -^-V  dy  -h^^  dz), 

le  conlour  X  étant,  dans  Tintégrale  curviligne,  décrit  dans  le  sens 
positif. 

C'est  \a  Jormule  de  Stokes,  Elle  s'applique,  sans  modification, 
à  la  face  w",  car,  pour  cette  face,  cosa,  cos^,  cosy  changent  de 
signe,  et  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  X  doit  également 
changer  pour  être  positif  sur  o)". 

71.    Si   la  surface  co  est  coupée  en  plus  d'un  point  par  une 
H.  —  II.  6 
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parallèle  à  Oz,  oa  la  décomposera  en  surfaces  0)4,  0)2,  . . .  rencon- 
trées en  un  seul  point,  au  plus.  Ainsi,  dans  le  cas  de  la  figure 
ci-dessous  (^fig*  4o)>  oïi  mènera  la  courbe  (L)  de  contact  des 
plans  tangents  parallèles  à  Oz^  et  les  lignes  AB,  A'B'  joignant 
deux  points  de  (L)  à  deux  points  de  X. 

Fig.  4o. 


La  surface  o)  est  ainsi  divisée  en  trois  parties  : 

1®  La  partie  située  au-dessus  de  (L); 

1^  La  partie  dont  le  contour  est  ABPB'A'QA; 

3°  La  partie  dont  le  contour  est  ARA'B'SBA. 

Si  l'on  écrit  la  formule  (9)  pour  chacune  de  ces  parties  et  sî 
l'on  ajoute,  les  intégrales  curvilignes  suivant  les  lignes  (L),  AB 
et  A'B'  disparaissent,  chacune  d'elles  figurant  deux  fois  avec  des 
signes  contraires,  et  il  reste  la  formule  (9),  appliquée  à  l'une 
des  faces  de  o)  et  au  contour  X. 

La  formule  de  Stokes  est  donc  générale. 
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CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS  DIVERSES. 


I.  -  INTÉGRATION  SOUS  LE  SIGNE 


/• 


72.  Règle.  —  Considérons  l'intégrale 

I  =    I      f{x,  a)  dx, 

dépendant  d'un  paramètre  a,  et  dont  les  limites  a  et  6  sont  indé- 
pendantes de  a. 

Proposons-nous  de  l'intégrer  par  rapport  à  a,  entre  deux  limites 
constantes  a^  etaa;  c'est  le  problème  inverse  de  celui  de  la  déri- 
vation traité  dans  le  Tome  I. 

L'intégrale  cherchée  a  pour  symbole 


I      ^*^    /    /(^>«)^  h 


D'après  la  règle  de  calcul  des  intégrales  doubles,    ce  n'est 

autre  chose  que  l'intégrale   /  /  /(^,  a)  dx  rfa,  les  variables  de 

sommation  étant  x  et  a,  prise  dans  le  rectangle  qui  a  pour  côtés 
les  droites 

ar  =  a,         a?  =  6,         a  =  ai,         or  =  a,  ; 

on  peut  donc  intervertir  l'ordre  des  intégrations  (n**  15),  à  condi- 
tion que  la  fonction  /(x^  a)  soit  continue  dans  le  rectangle,  sup- 
posé lui-même  fini  ;  on  a  ainsi 

f       da   j     /{Xyai)dx=    1      dx   f      /{x,  ol)  da. 

C'est  la  formule  d'intégration  sous  le  signe   / ,  tout  à  fait  sem- 
blable  à   celle  de  dérivation    :   au  lieu  de  remplacer,  sous  le 
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signe    /    ,  la  fonction  f(^x^  a)  par  sa  dérivée  en  a,  on  la  remplace 
par  son  intégrale  en  a,  entre  les  limites  a^  et  a]. 

73.  Si  les  limites  a  et  6  dépendent  de  a,  la  formule  ci-dessus 
n'est  plus  exacte. 

On  peut  ramener  ce  cas  au  précédent  par  un  changement  de 
variable.  Dans  l'intégrale 


posons 
d'où 

l'intégrale  devient 


dx  =^{b  —  a)dy\ 


f    (à'^a)f[a-i-{b  —  a)jr,a]djr, 


OÙ  les  limites  sont  constantes.  La  formule  du  numéro  précédent 
est  alors  applicable. 


74.  Autre  méthode.  —  Soient 

a  =  cp(a),         6  =  e(a) 


(a<b) 


les  limites,  variables  avec  a,  de  l'intégrale  considérée;  il  s'agit  de 

Fig.  4i. 


calculer  ou  de  transformer  l'expression 

ô(a) 
(I) 


û?a      /         /(XyOi)dx\ 
a,  L*^9  («)  J 
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C^est  là  une  intégrale  double  prise  dans  un  champ  facile  à  déter- 
miner. 

Traçons  en  effet  (^fig-  4')?  d^i^s  le  plan  des  j:a,  les  courbes 
x  =  cp(a),  a:  =  0(a);  l'expression  (i)  n'est  autre  chose,  d'après 
sa  forme  même,  que  l'intégrale  double 


// 


/(a?,  a)  dx  doi^ 

prise  dans  le  champ  (ombré),  limité  par  les  courbes  précédentes 
et  les  deux  parallèles  à  Ox,  d'ordonnées  ai   et  a2  :  car,  pour 
calculer  cette  intégrale  en  commençant  par  l'intégration  en  x^ 
la  règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  l'expression  (i). 
Donc  enfin,  G  étant  le  champ  ombré,  on  a 


f       dn   I        /{x,a)dx=   I    I  /(x,oL)dxdoL, 

ai.  «^fflfflf»  */    t/r 


l'intégrale  du  second  membre  pouvant  ensuite  être  calculée  par 
une  méthode  quelconque. 


II.  -  CALCUL  D'INTÉGRALES  DÉFINIES 


73.   Les  règles  d'intégration  et  de  dérivation  sous  le  signe   / 

permettent  d'obtenir  la  valeur  de  quelques  intégrales  définies, 
dont  le  calcul  direct  est  impossible. 

76.   Calcul  de  l'intégrale    /     c^^dx.  —  La  fonction  primitive 

de  €"'*  ne  s'exprimant  pas  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires,  on 
ne  peut  évaluer  directement  cette  intégrale  importante,  qui  se 
rencontre  dans  diverses  questions  d'Analj^se  et  de  Physique  mathé 
matique.  On  trouvera  sa  valeur  en  faisant  usage  de  la  règle  d'inté- 
gration sous  le  signe   /  .  Dans  l'intégrale 


=    /      e-*^dx, 
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posons  X  =  a^',  a  étant  une  constante  positive,  on  a 


J  =  f    e-^'^y^ddy. 


Multiplions  les  deux  membres  par  e""*',  et  intégrons,  par  rap- 
port à  a,  entre  o  et  oo  :  J  étant  une  constante  absolue  (indépen- 
dante de  a),  l'intégrale  du  premier  membre  sera 


f    c-«'rfaJ     c'est-à-dire    J»; 


rintégrale  du  second  membre  sera 

ou,  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations  (*), 


4^ 

0 


Or  l'intégrale  en  a  se  calcule  de  suite;  on  a  ainsi 
J«=    /      dy\ =-    /      — =^  =  -  (Arc  tang  v)„ 

Donc 

(i)  ^  "^    f     «"^'^^=  -/tî- 

Jo  ^ 

77.  De  la  formule  (i)  on  peut  déduire  une  infinité  d'autres 
par  la  règle  de  dérivation.  Il  suffit  en  effet  de  faire  un  changement 
de  variable,  de  manière  à  introduire  un  paramètre  a,  et  de  dériver 
les  deux  membres  en  a  :  c'est  là  un  procédé  général,  applicable 
à  toutes  les  intégrales  définies  dont  on  connaît  la  valeur.  Posons, 
par  exemple,  dans  (i), 

OL  étant  positif;  nous  obtenons  la  formule  : 

f      e-^y'df  =  -/ira    «; 
0  ^ 

dérivons  maintenant  les  deux  membres  par  rapport  à  a. 


(')  Le  champ  d'inlégration  étant  infini,  cette  interversion  n'est  pas  nécessaire- 
ment légitime;  on  admettra  qu'on  a  le  droit  de  la  faire. 
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Je  dis  qu'on  peut  appliquer  en  toute  sécurité  la  règle  de 

dérivation  sous  le  signe  /,   bien  que  la  limite  supérieure  soit 

infinie.  En  effet,  la  fonction  e"*^'  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n**  323  du  Tome  1,  à  savoir  :  i®  cette  fonction,  /(y,  a),  et  sa 
dérivée  y^  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  a,  lorsque  a 
reste  positif,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  k  y  entre 
o  et  -+-00;  2®  fit  est  finie  et  déterminée  pour  a  et  y^o.  Reste 
donc  seulement  la  difficulté  provenant  de  la  limite  supérieure 
infinie.  Or,  d'après  le  n*'  325  du  Tome  I,  on  pourra  appliquer  la 
règle  de  dérivation  si  l'intégrale 

f    /â«(7»  «-<-®^)^7»     c'est-à-dire      Ç    y^e-y^^^'^^^'^dy, 
a  une  valeur  finie.  On  peut  l'écrire 

et  comme  la  fonction  ^{y)f  c'est-à-dire  ^°e~^'^*"^^*\  tend  vers 
zéro  pour  j^  infini  (car,  a  étant  >■  o,  a  -i-  0  A  est  >  o  pour  h  assez 
petit),  l'intégrale  est  finie  (Tome  I,  n°298). 

Donc  enfin  la  règle  de  Leibniz  s'applique  et  la  dérivation  par 
rapport  à  a  des  deux  membres  de  (2)  donne  : 


J     y^e'^y*dy=^^^0L    »; 


puis,  par  une  série  de  dérivations  successives, 


f 


yine-dy*  dy=  -  /ir  — ; a       T"; 

2        1.3. . .(2/1  —  i; 


78.   Intégrale  de  Fourier.  —  Considérons  l'intégrale 

1=   /      e~^*  cos 2a X  dXf 

où  a  désigne  une  constante.  Dérivons  par  rapport  au  paramètre  a; 
on  verra  comme  au  numéro  précédent  que  la  règle  de  Leibniz  est 
applicable.  Donc 

dl 


-  - 
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Or  — 2xe~'*  est  la  dérivée  de  ^""^'5  on  a  donc,  en  intégrant 
par  parties, 

c'est-à-dire,  puisque  la  quantité  tout  intégrée  s'annule  aux  deux 

limites, 

di  , 

-7-  =  —  2al. 

On  en  conclut,  en  séparant  les  variables  I  et  a, 


—  = — 2  a  aa, 


et,  en  intégrant, 


ou 


logl  =  — a«+logC; 

On  détermine  la  constante  G  en  faisant  a  =  o;  I  se  réduit  alors 
à    /     e~''rfa:,  c'est-à-dire  -y^  (n**  76),  et  l'on  en  conclut  finale* 


>«0 

a 

ment  la  formule 


=i 


e^^*  cos  2  OLX  dx  =  -v/ire"*'. 
0 


III.  -  PROBLÈME  D'ABEL. 


79.  Problème.  —  Troui^er  la  courbe  suivant  laquelle  il  faut 
laisser  tomber  un  point  matériel  pesant  pour  qu'il  parvienne 
en  un  point  O  {origine  des  coordonnées)  au  bout  d^un  temps 
qui  soit  une  fonction  donnée,  ï^(^)>  ^^  '^  hauteur  de  chute  A. 

Prenons  pour  axes  O^  et  Oj:  la  verticale  et  Thorizontale  du 
point  O  :  en  un  point  de  la  courbe,  de  hauteur  z  {fig-  4^*)?  le  mo- 
bile est  animé  d'une  vitesse  égale  à  celle  qu'il  aurait  s'il  était  tombé 

verticalement  de  la  hauteur  h  —  z,  c'est-à-dire  ^ig{h  —  :;). 
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Soît  s^=/{z)  l'arc  de  la  courbe,  compté  à  partir  de  O;  on 

aura  d'après  cela 

ds 


-^=/»^(A-^), 


OU 


rf^  =  - 


f'(z) 


y/^gih  —  z) 


dz. 


Le  temps  de  chute,  de  A  en  O,  sera 

T=-  r-Mi)=d.=-L=  c'JM=d>. 


Fig.  4a. 


L'équation  du  problème  est  donc 

(I)  F(A)=-i.   C'  I^dz, 

l'inconnue  ëtanl  la  fonction /(z)  (*). 
Voici  l'ingénieuse  solution  d'Abel. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (i)  par 


dh 


, i  Ç  étant  une 

constante,  et  intégrons  par  rapport  à  A,  entre  les  limites  o  et  X^,  Il 
vient 


(6) 


Loin  de  compliquer  l'équation  (i),  comme  il  peut  le  paraître, 
cette  nouvelle  relation  donne  la  solution  immédiate  du  problème. 


(')  Ce  problème  est  un   cas  particulier  du  suivant  :  Trouver  une  fonction 
f{x,  a),  assujettie  ou  non  à  certaines  conditions  de  forme,  telle  que  IHnté- 

grale     1      f{x^<x)  dx  soit  égale  à  une  fonction  donnée  de  a.  Les  limites 

a  et  b  peuvent  être  des  constantes  ou  des  fonctions  de  a.  C'est  le  problème 
inverse  de  celui  du  calcul  des  intégrales  définies;  il  n*a  reçu  aucune  solution 
dans  le  cas  général. 


90 
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Le  second  membre  de  (2),  en  effet,  est,  par  rapport  aux  variables 
de  sommation  h  et  ^,  égal  à  l'intégrale  double 


dh  dz 


_    r  fdh^ 


f'(z) 


prise,  dans  le  plan  de  ces  variables,  à  l'intérieur  d'un  champ  que 
l'on  détermine  aisément  {voir  n**  74)  :  la  forme  (2)  de  l'intégrale 
montre  que,  h  étant  fixe,  les  limites  de  z  sont  o  et  A;  les  valeurs 
extrêmes  de  h  sont  ensuite  o  et  2^.  Le  champ  est  donc  le  triangle 
formé  par  Taxe  OA,  la  bissectrice  z  =  h^  et  la  parallèle  à  Oz 
d'abscisse  ÎJ  (région  ombrée)  (*)  {Jig>  43). 

Fig.  43. 


Calculons  maintenant  l'intégrale  double  I  en  commençant  par 
l'intégration  en  h  :  les  limites  de  h  sont  alors  z  et  2^,  les  valeurs 
extrêmes  de  z  étant  ensuite  o  et  C  Donc,  le  second  membre 
de  (2)  peut  s'écrire 


(2  bis) 


dh 


y/Ç-A 


Dans  l'intégration  par  rapport  à  A,  z  est  regardé  comme  con- 
stant, d'après  la  règle  de  calcul  des  intégrales  doubles;  par  suite 

Jt     yJh—zs/X.—  h  Jz     s/'h  —  z^jX.  —  k 


(' )  La  fonction  qui,  dans  l'expression  de  I,  figure  sous  le  signe    l  l  ^  k  savoir 


— «  devient  infinie  sur  les  droites  5  =  A  et  ^  =  Ç,  qui  sont  deux 

v/(;-/t)(/i-5) 

des  côtés  du  triangle  champ.  Mais,  comme  les  exposants  de  \  —  h  et  h  —  z 

au  dénominateur  sont  égaux  à  ->  c'est-à-dire  inférieurs  à    i,  l'intégrale   I  est 
néanmoins  finie  et  déterminée  dans  le  champ  ombré  (n°  54). 
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L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  cette  dernière  rela- 
tion se  calcule  aisément  :  elle  est  égale  à  t:  (*),  Elle  est  donc,  et 
c'est  là  le  point  fondamental,  indépendante  de  z;  et  il  reste,  pour 
la  valeur  de  (a  bis), 

-^   f   ^f\z)dz,     c'est-à-dire     -^  [/(0-/(o)]. 

Or/(o)  est  nul,  rarc/(5)  élant  compté  à  partir  de  l'origine  ; 
donc  enfin,  remplaçant  par  cette  valeur  de  (2  bis)  le  second 
membre  de  (»),  on  a  l'équation 

ce  qui,  la  fonction  F  étant  connue,  donne  l'expression  cherchée 
de  la  fonction  inconnue /(Ç),  sous  forme  d'une  intégrale  définie, 
dépendant  du  paramètre  Ç. 

Connaissant  ainsi /(z),  c'est-à-dire  l'expression  de  l'arc  s  de  la 
courbe  en  fonction  de  l'ordonnée  z,  on  écrira,  pour  trouver 
l'équation  de  cette  courbe  en  x  et  z, 

ds  =  ^/dx^ -h  dz^  =f{z)  dz  ; 

d'où,  en  élevant  au  carré  et  séparant  les  variables  x  et  z, 

dz  //'*(^)— I  =  dx 
et,  en  intégrant, 

(4)  X  =  I  ^/'^{z)— i  dz -h  consl. 

On  déterminera  la  constante  de  manière  que  z  soit  nul  pour  x  =  o, 
et  l'on  aura  ainsi,  par  (4))  l'équation  cartésienne  de  la  courbe 
cherchée. 


(  M  Le  plus  simple  est  de  faire  dans  Tintégrale    /  ■  »  où  5  et  Ç 

soDt  des  constantes,  le  changement  de  variable 

A  =  *  +(Ç  —  «)sin^(i>^        dh  =  2(Ç  —  2)sin(i>  cosw  rfw, 

ce  qui  donne  pour  Tintégrale  cherchée 

JC^  (Ç  — ^)  sinwcosw  ,  /*«    , 

'  ^^  ^  -  dm  =  2   I       dui  =  i:. 
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80.  Courbe  tautochrone.  —  Comme  application,  cherchons  la 
courbe  (dite  tautochrone)  pour  laquelle  le  temps  de  chute  est 
indépendant  de  la  hauteur  de  chute  h\  il  faut  faire 

F(A)=ro, 
ce  qui  donne,  dans  (3), 

Donc  l'arc  5,  ou  /{z),  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  de 
l'ordonnée  z;  posons  pour  simplifier  s=^Saz,  il  vient 


et  l'équation  cartésienne  (4)  de  la  courbe  s'écrit 


"/v/^ 


az  -h  const. 


L'intégrale  indéfinie  au  second  membre  s'obtiendrait,  selon  la 

méthode  générale,  par  le  changement  de  variable =  m*  ;  il 

sera  plus  simple  d'opérer  autrement.  Posons 

z  =  a(i  —  cosf),         dz  =  as'mt  dtj 

il  vient 

r^  /a{ï-hcost)   .    ,  ,,  . 

x  =  a  /  1/  —, sin  ^  a/ -4- const. 

J   y    a(i  —  cost) 

=  a  I  {i-h  cos  ()dt  -h  const.  —  a{t  -h  sint)'\-  consi. 

La  constante  est  nulle,  car  pour  5  =  0,  c'est-à-dire  t  =  o^sc  doit 
être  nul. 

Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  donc 

X  =  a{(  -T-  sin/), 
z  =:  a{  I  —  cos^). 

C'est  une  cycloïde,  symétrique  par  rapport  à  0:r  de  la  déve- 
loppée de  la  cycloïde  étudiée  au  n*^  382  du  Tome  L 
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CHAPITRE  IV. 

FONCTIONS  EULÉRIENNES. 


I    -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES. 


81 .  Les  foDClions  eulériennes  sont  un  exemple  intéressant  de 
fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies;  elles  jouent  un 
rôle  assez  important  en  Analyse  et  en  Physique. 

On  nomme  fonction  eulérienne  de  seconde  espèce,  et  l'on 
désigne  parr(a),  la  fonction  de  a 

(1)  r(a)=    /      e-'x^-^dx. 

L'intégrale  n'a  une  valeur  finie  et  déterminée  (Tome  l,  n®  308) 
que  si  a  est  positif;  elle  définit  donc,  dans  ce  cas,  une  fonction 
de  a,  laquelle  est  toujours  positive,  puisque  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  sont  positifs. 

Pour  a  nul,  r(a)  est  infini. 

82.  Théorème.  —  On  a 

r(a-M)  =  ar(a). 

En  effet,  l'intégration  par  parties  donne  : 

r(2t-+-i)=    /      x*^  e-^  dx  =.  (— e-^ x"^)* -\- %   1      er^x'^-^  dx. 


®  u  d^ 


Le  terme  tout  intégré  s'annule  aux  deux  limites  (puisque  a  est 
positif)  et  le  dernier  terme  est  a  r  (a).  c.  q.  f.  d. 

83.    Corollaire.  —  Si  a  est  entier,  on  a 

r(a  -4-i)  =  1.2,3. .  .a. 
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En  effet 

r(a-f-i)  =  ar(a)  =  a(a  — i)r(a--i)  =..  .=  a(a —  i). .  .2.1  .r(i). 

Mais 

•      r(i)=    r  e-'dx  =  {-e-');=:i, 

ce  qui  établit  le  Corollaire. 

^importance  de  la  fonction  Y  vient  de  cette  relation  avec  les 
factorielles. 

Le  théorème  du  n°  82  permet  de  calculer  r(a),  pour  une 
valeur  quelconque  de  a,  lorsqu^on  connaît  la  fonction  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i;  nous  verrons  plus  bas 
qu'il  suffit  même  de  connaître  r(a)  pour  les  valeurs  comprises 

entre  o  et  -• 

84.  Produit  de  deux  fonction^  r.  —  On  a 

ce  qu'on  peut  écrire,  sous  forme  d'intégrale  double, 
(2)  r(a)r(P)=    f  fe-^^y^x^-^jr^-idj-dyy 

le  champ  étant  l'angle  positif  des  axes,  considéré  comme  la  limite 

d'un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  O^  et  Oy,  et  dont  les  deux 

autres  s'éloignent  à  l'infini  :  ce  champ  est  défini  par  jj^o,  y^o. 

Faisons,  dans  l'intégrale  double  (2),  le  changement  de  variables 

x  =  uvt        y=zu{f—v); 

Ô(  X    v^ 

le  jacobien  ,^   ''^^  est  v{ —  u)  —  m(i  —  ç^)  = —  u;  quant  au  nou- 
veau champ  en  </,  f^,  il  est  défini  par 

ttp^o,        m(i  —  t')^o, 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre. 


et,  par  suite. 


a>o 


ol  t»^!. 
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Le  champ  C  en  Uy  v  esl  donc  la  région  ombrée  (  fig.  44)  limitée 
par  Taxe  des  ç  [u  =  o),  l'axe  des  u  {v^=^  o),  et  la  parallèle  à  O  w, 

On  a  alors,  en  remplaçant  dans  l'intégrale  double  (2),  x  par  uv, 
y  par  m  (i  —  p),  et  dx  dy  par  du  ds?  mod  ^  l^  c'est-à-dire  par 
u  du  dv^  puisque,  dans  le  champ  C,  u  est  positif, 

r(a)  r(P)  =  Ç  C  e-«tta+M (>«->( ï  —  «')?-*  ^w  ^t'» 
ce  qui  s'écrit,  d'après  la  règle  de  calcul  d'une  intégrale  double, 
r(a)r(p)=    Ç    i'a-iCi  — p)Mc?t;x    Ç     e-«aa-*-p-»  é/a. 

Au  second  membre,  la  seconde  intégrale  est  r(a  +  p);  la  pre- 
mière est  une  intégrale  nouvelle,  fonction  de  a  et  de  p,  que  l'on 


désigne   par  le  symbole  B(a,  p),  et  que  l'on  nomme  intégrale 
eulértenne  de  première  espèce. 
Donc,  enfin. 


(3) 


(4) 


r(a)r(p)  =  r(a+p)B(ot,P); 
B(a,  P)=    Ç    ara-»(i  — iP)P-*c?^, 


a  et  ^  désignant  deux  quantités  positives  quelconques. 

83.  Antres  formes  de  B(a,  p).  —  i®  La  formule  (3)  montre  que 
B(a,  P)  =  B(P,  a),  ce  qu'on  vérifierait  directement  en]  posant, 
dans  Inéquation  (4),  ^  =  i  —  y.  Ainsi  : 


(4') 


B(a,  p)=   f    x^-^{\^x)'^-^dx. 
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2^  Posons,  dans  l'intégrale  (4)?  ^  =  sîn^w;  il  vient 

(4')  B(a,  P)  =  2    r*sin«a-iwcos«P->wrfu). 

3°  Posons  enfin,  dans  (4); 


f 

X  = 


1  -+-7' 
on  trouve 


Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  a  +  ^  ==  i ,  il  vient 

yP-i 

0 

on  a  par  suite,  d'après  (3),  en  se  rappelant  que  r(i)  =  i , 

Nous  verrons  plus  tard  que  l'intégrale  qui  figure  au   second 

membre  est  ésrale  à  -r— ô— :  on  aura  donc 

°  sinp-ïT 

(5)  r(p)r(i-p)=-r^, 

'  '^ '^     ^         '^  '       sin  pi: 

formule  qui  permet  de  calculer  r(a)  pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  -  et  i,  quand  on  l'aura  calculée  pour  les  valeurs 

comprises  entre   o   et  -•  Cette   formule  suppose  naturellement 

o  <  P  <!  I ,  puisque  r(a)  n'a  été  défini  que  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  a. 

86.  Valeur  de  r(lV  —  Si,   dans  (4"),  on  fait  a  =  p  =  i,  il 
vient 

B(->-)=2     /         ûf(i>  =  Tt. 

D'ailleurs,  par  (3), 
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Comme  r(i)  =  i  (n®  4i),  on  a 

[r(l)]'=.,      d-oa      r(l)  =  /.. 

On  peut  encore  faire  ce  calcul  comme  il  suit.  Dans  l'équation 

r(a)=    f     e-'x'^-^dx 

posons  X  =y'',  il  vient 

r(a)  =  2   f     e-y^y^^-^dy, 

d'où  (n«  76) 

Tables, — Il  existe  des  Tables  donnant  les  valeurs  de  F  (a);  ces 
Tables  permettent  aussi,  d'après  (3),  de  calculer  B(a,  P). 

87.  Valeur  approchée  de  r(/i)  pour  n  très  grand.  —  La  relation 
de  r(/i)  avec  les  factorielles  montre  que,  pour  des  valeurs  entières 
de  /i,  r(/i)  croît  avec  n  et  croît  même  très  rapidement.  Legendrc 
a  d'ailleurs  prouvé  que  r(x),  qui  est  infini  pour  a;=o,  com- 
mence par  décroître,  passe  par  un  minimum  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  i  et  2,  et  croît  ensuite  indéfiniment  avec  x. 

Il  y  a  intérêt,  dans  diverses  questions,  à  connaître  Tordre  de 

grandeur,    par  rapport  à  /i,  de  r(/i-t-i),  ou   de   la  factorielle 

1 .2. .  ./i;  voici  la  marche  à  suivre  pour  arriver  au  résultat  désiré. 

88.  On  a,  par  définition, 

(6)  r(/i-4-i)=    /      e-^x'^dx\ 

la  fonction  sous  le  signe   / ,  e^-^x",  va  de  o  à  o  quand  a:  va  de  o 

à  00,  si  l'on  suppose  /i  >  o;  elle  passe,  comme  on  le  voit,  en  pre- 
nant sa  dérivée,  (//  —  a:)e~-^a:""*,  par  un  et  un  seul  maximum 
pour  j:  =  72  ;  ce  maximum  est  n'^e~'K  Faisons  alors,  dans  Tinlé- 
grale  de  définition  (6),  le  changement  de  variable 

(7)  x^e-^=^  n'^e-"e-'*        (J  =  nouvelle  variable  d'intégration). 

Quand  x  va  de  o  à  /i,  puis  de  ^  à  4- 00,  i-  est  réel  et  positif 
H.  —  II.  7 
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et  va  de  -H  00  à  o,  puis  de  o  à  +  oo;  quanl  à  r,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  son  signe,  puisqu^il  n'est  assujetti  qu'à  véri- 
fier (7)  :  prenons  alors  t  négatif  pour  x  compris  entre  o  et  n, 
et  positif  pour  x  compris  entre  ai  et  -i- 00;  ^  ira  ainsi  de  — oc 
à  H-ao. 

Calculons  maintenant  dx\  pour  simplifier,  posons 

et  cherchons  du^  qui  est  égal  à  dx]  à  cet  eilet,  prenons  les  loga- 
rithmes des  deux  membres  de  (7)  : 

(8)  nIog(/i  -h  u)  —  n —  m  =  n  log/i  —  n  —  /*. 

On  a,  en  difTérentiant, 

du  ( 1  )  =  —  2  ^  di, 

\  /i  -h  a         / 


[1  ou 


au  = (If. 

u 


Portons  cette  valeur,  et  la  valeur  (7)  de  ^"e""*^,  dans  r(/i  4-  1), 
c'est-à-dire  dans  (6)  : 

(y)  r(/i-hi)  =  2n"e-'«    /         e-'*  (t  -i- '-^j  dt. 

Le  changement  de  variable  n'est  pas  terminé,  puisque  u  reste 

sous  le  signe   /  :  il  faudrait  le  tirer  de  (8)  en  fonction  de  /,  ce  qui 

n'est  pas  possible  explicitement;  on  se  bornera  dès  lors  à  une 
approximation. 

Remplaçons,  dans  (8),  log(/i-f-  u)  par  son  développement  de 
Maclaurin  réduit  aux  deux  premiers  termes  et  au  reste;  il  vient 

[I  u       n-  i         ^  , 

et,  après  réductions, 

11  faut  prendre  le  signe  +  devant  le  radical,  car  :    i^  u  et  t 
sont  de  même  signe,  puisque  «,  ou  j;  —  /i,  est  négatif,  comme  ^, 
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poup  o  <  .r  <C  /i,  et  positif,  comme  t^  pour/i  <I^<3o;  2°/îH-9w 
est  toujours  positif,  puisque  la  plus  petite  valeur  de  u  (ou:r  —  n) 
est  —  /i,  et  qu'on  a  o  -<  6  <  i . 

Tirons   alt)rs  -  de   (lo)   en  fonction   de  t  et  de   la   quantité 

inconnue  8  (fonction  de  u  et  de  n)  : 


I 
u 


1-0/1/ -  /     /- 


et  portoiis-le  dans  l'expression  (9)  de  V{n  4-i);  il  vient 


.-%  -f-  90 


r(/i -hi)  = -^/i^e-''    /         e-''[t  -^i/'^  —t^jdt, 
ce  qui  se  décompose  : 

0 
car  c"'*  est  une  fonction  paire  (Tome  l,  n®  263,  4");  elle  est  donc 

égale  à  yj'i.  (n°  37),  et  Ton  a 
en  posant 

j  =  /      e-'V(i  — 6)flr/, 


••'  —  ao 


expression  où  0  désigne  une  fonction  inconnue  de  t  (puisque  de  w), 
qu'on  sait  seulement  rester  comprise  entre  o  et  i.  Je  dis  que  J  est 

I  I 

compris  entre et  H — • 

*  À  2 

En  effet,   décomposons  J  en  deux  intégrales   j     '-\'  j       y  ^^ 

seconde  est  positive,  puisque  tous  ses  éléments  sont  positifs,  et 
Von  a 
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De    même   on  verrait  que   Tintégrale     /     ,    qui   est  négative 

puisque  tous  ses  éléments  sont  négatifs,  est,  en  valeur  absolue, 

inférieure  à  -  ;  donc  J  est  bien  compris  enlre et  H — >  et  peut 

k 
s'écrire  J  =  -»  avec  —  i  <I  A"  <I  i  •  Donc  enfin 

(II)         r(/i-+-i)  =  /Ï^C-)Yn-— Lr^         (_i<A:<i). 

Dès  que  n  est  assez  grand,  le  terme  -  est,  en  valeur  absolue, 

très  inférieur  à  i,  et  Ton  a  sensiblement 

(i2)  r(/i-+-  \)  =  ^-in-szl-  \   . 

C'est  la  formule  approximative  cherchée;  elle  donne  l'ordre  «le 
grandeur,  en  n,  du  produit  1.2. 3.../?,  quand  /i  grandît  indéfini- 
ment. 

89.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  que  Verreur  absolue 
de  la  formule  (12)  peut  être  considérable;  car  elle  a  pour  ex- 
pression, d'après  (11),  ^\~)  »  quantité  qui  peut  devenir  infinie 

avec  n;  mais  Verreur  relative,  — _^r->  sera  toujours  très  petite  et 

/a /ITT 

de  module  inférieur  à  -—   — » 

A* 

Une  étude  plus  complète  montrerait  que  le  terme  ~.z=r>  déve- 
loppé  suivant  les  puissances  croissantes  de  — >  a  pour  expression 


/I^       »•-*'*        "' 


ce  qui  montre  que  l'erreur  absolue  grandit  indéfiniment  avec  n. 


•  •  •  •     •     * 
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II.  -  APPUCATIONS  DES  FONCTIONS  EULERIENNES. 


90.  Les  fondions  F  servenl  surtout  à  donner  l'expression 
exacte  ou  approchée  des  factorielles  et  jouent  à  ce  litre  un  rôle 
utile  dans  le  Calcul  des  Probabilités  (Théorème  de  BernouUi). 

En  Analj^se,  elles  ont  offert  un  exemple  important  de  fonctions 
représentées  par  des  intégrales  définies,  et  ont  attiré  Tatlention 
d'Euler,  Legendre,  Gauss,  Cauchy,  Weierstrass,  etc.  qui  en  ont 
donné  de  nombreuses  propriétés.  Nous  nous  bornerons  à  dire 
qu'on  a  étendu  la  définition  de  la  fonction  r(a)  au  cas  ou  a  est 
négatif  et  môme  imaginaire,  et  nous  signalerons  la  formule  simple 

û?*    ri         ^,      VI  I  I  1 

■j-i[*ogr(a)J=  --  -4-  -. —  -+-... -h -+-..., 

flcft  L     o     V    /J       ûjî        (  a  -t- 1  )*  (  a  4-  /i  )*  ' 

d'où  l'on  déduit  aisément  l'expression  de  sous  forme  de  pro- 

duit infini 


'-r''\\[{'--yn- 


c  étant  la  constante  dite  d^Euler  (c  =  0,577215664...). 

Les  fonctions  B  et  F  permettent  d'exprimer  des  intégrales 
définies  qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications; 
voici  deux  exemples. 

91.   Calcul  d'intégrales.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale 

qui  est  évidemment  finie  et  déterminée  si  m  >>  o,  /i  >>  o,/?  >  o. 

Posons 

1 

xP=^  y        ou        a?  =  yf\ 

nous  avons 


^  ï 


\p       1 
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Ainsi  : 

Jq     v^  I  —  x''       4        r  (  ^  \ 

U) 

92.  Intégrale  de  Dirichlet.  —  Soit  à  calculer  Tintégrale  mul- 
Lîple 

J  =  Ç Ç Ç xr-\  y^-\  z^  -^  fi.r  fly  dz         (2,  'i,  •;  po'^illfs), 

dans  le  champ  limité  par  le  triedre  positif  des  axes  de  coordonnées 
et  par  la  surface  (*) 

(^)       ■^(f)''^(c/  ""'  (/'Ir   Z^/?   positifs). 

Faisons  un  changement  de  variables  en  posant 

(i)'-^-  (I)'-  ^^r- 


On  aura 


J  =  : 


a'^h?cr 


P     .   Y 


mnp 


fff^'"     '^*"     '^"     'didr.di:, 


le  champ  étant  le  tétraèdre  OABC  {^g-  4^)  limité  par  le  trièdre 

Fig.  45. 


positif  des  axes  0£,  Or,,  02^  et  par  le  plan 


(')  Cette  intégrale  triple  donne,   comme  cas    particuliers,   le  volume   et    le 
moment  d'inertie  du  champ  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées 

11/  dxcfydz     cl      /  /  /  J^' dx  dy  dz -\-  fil  y-dxdydz. 

%/  t    \J  .    .  '  •  t.    .,   «. 
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Commençons  Fintégrallon  par  rapport  à  2^;  ^  et  7)  étant  fixes,  les 
limites  de  Ç  sont  o  et  i  —  Ç  —  tj  ;  et  l'on  a 

rîntégrale  double  ayant  pour  le  champ  Tlntérieur  du  triangle  0A6. 
Elle  s^écrit  donc 

Dans   l'intégrale   (entre  crochets)  par   rapport  à  tj,   où  ^  est 
regardé  comme  constant,  posons 

7j=a(f  —  5),         d'où        dr,  =  du{i  —  Ç)î 
l'expression  totale  devient 

ïJ     î'"      d\\j    u"      (i_M);^(i  — J)/i     Pduy 
c'est-à-dire 

/>  r*  "-1  ^  +  î      r^  ^--1  ^ 

Y      \/n    n       7?        /      \n    p        ) 

Donc  enfin,  en  remplaçant  les  B  par  leurs  expressions  à  l'aide 
des  r,  on  a 

\m       n       p        /     \n       p        / 
d'où,  en  réduisant  et  observant  que  T/ —  +  i  j  =  -'Ff -- 1> 


a«é?cT  "^  \m)  ^  \Ti)  ^  [  p) 
\m       n        p        j 


mnp 
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93.  Par   exemple,    le  volume    du    huîllème    de   rellîpsoïde 

'y^  V^  '^S 

—;  +  ^  "+--,-=  I  s'obtient  en  faisant  dans  celte  formule 
a'         o^         c' 

ce  qui  donne 


a) 


8      „/5 


il) 

Or  on  sait  que  T  (  -  1  est  égal  à  y/r ;  de  plus 

••a)-^(i)-H^a)=K- 

donc 

,  abc 

J  =  it  -- — , 
6 

ce  qui  donne  -^Tzabc  pour  le  volume  total. 

94.  Transcendance  du  nombre  e,  —  Le  nombre  e  ne  peut  être 
racine  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  :  voici,  de 
ce  théorème,  dû  à  Hermite,  une  démonstration  très  simple  qui 
repose  sur  deux  remarques  préliminaires. 

(a).  Posons 

(p(5)  =  e-s;5/'[(i  — ;5)(a  — 5)...(/2  — ^)]''-^S 

n  elp  désignant  des  entiers  positifs,  et  considérons  l'intégrale 

On  peut  écrire,  en  développant  ^{z)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  ^,  et  désignant  par  61,62,  ...  des  entiers, 

Io=  I     e--^/'[(/iî)/'-^->-hBi5-+-B,5«-+-...-f-B„(p^,)Z«(/'-^iJ]rfi!, 
•'  0 

c'est-à-dire 


d'où 
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et  par  suite,  ce  qui  suffira  pour  la  démonstralion, 

(i)  — f  ïo  =  (/iî  )/'"*"' ±  eniiLM*  inullîpic  de  (p  ^\). 

P  ' 

(6).  Considérons,  en  second  lieu,  l'intégrale 

1/,=    /      o(z)dz, 

où  h  est  un  entier  positif,  au  plus  égal  à  n. 

On  la  ramène,  comme  la  précédente,  aux  fonctions  F,  en  posant 

ce  qui  donne 

Parmi  les  facteurs  élevés  à  la  puissance  />  -f- 1 ,  il  y  a  un  fac- 
teur w/*"^*,  puisque  A  est  compris  entre  o  et^  (inclus);  on  a  alors, 

en    ordonnant  le   polynôme  en   u   sous  le   signe    / ,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  u^ 

!/,=  c-/'[Ci  r(/> -r- 2)-f- c,  r(/>  H- 3)-+-. . .], 

C|,  C2,  étant  des  entiers.  On  en  conclut 

(2)  ^''— r  '/i  =  —  entier  multiple  de  (p  •+■  1). 

pi 

95.    Cela  posé  supposons  que  e  satisfasse  à  l'équation 

(3)  Ao-H  A,e-h  Aie*-f-..  .-f- A„e«=  o, 

les  A  étant  des  entiers.  Multiplions  les  deux  membres  de  (3) 

par  — f  loî  l'entier  n  qui  figure  dans  I©  étant  le  degré  de  Téqua- 

lion  (3),  et  l'entier  p  étant  laissé  provisoirement  arbitraire.  On 
peut  écrire  le  résultat,  en  remplaçant,  dans  le  terme  en  e^.  Tin- 

f      o{z)dz,    par    /     (f{z)dz-t-   j     o{z)dz, 

0  «A  •  Vi 
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c'est-à-dire  par  l/^  +   /     ©(5)^/5, 

Jo 

pi  pi  pi  pi 

(4) 


—,  e  I     -i-Aj— re'   /     -+-...-+- Art —j-e'*  /      =  o. 
pl    .L  pl      .L  pl      .A 


Or,  d'après  (1)  cl  (2),  la  somme  des  termes  de  la  première 
ligne  est 

(5)  Ao(/i!)''-^ï±  entier  multiple  de  (p-\-\). 

Supposons  maintenant  que  (/>  +  i)  soit  un  nombre  premier 
(pielconque,  supérieur  à  tous  ceux  qui  divisent  Ao  et  /i!  :  il  est 
clair  que  l'expression  (5)  sera  un  entier  non  nul;  je  dis  main- 
lenant  que  Ton  pourra  prendre  le  nombre  premier  ^  H- i  assez 
g^rand  pour  que  les  termes  de  la  seconde  ligne  de  (4)  aient  une 
somme  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

En  elTet,  dans  l'intégrale 

0 

où  l'on  a  o<A  =  n^  les  termes  s,  (i  —  5),  .  .,  (n  —  z)  sont  compris 
entre  — /i  et  H-n;  la  valeur  absolue  de  chacun  d'eux  est  donc 
inférieure  à  n.  D'ailleurs  e'^  reste  inférieur  à  i,  et  par  suite  le 
module  de  l'intégrale  est  inférieur  à 

et  a  fortiori  à 
c'est-à-dire  à 

Le  module  de  la  somme  des  termes  de  la  seconde  ligne  de  (4) 
est  donc  inférieur  à 

— 7/i«-^-i/i^«-^"/'(modAie  -h  mod  A*e'-+-. . .-+-  mod  A„c«), 
P- 


c'est-à-dire  à 


(6) 


f 
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M  étant  une  constante  indépendante  de/7.  Or  on  sait  (n*'  88)  que 

;>î  =  r(^-i-i)=v/'I^(^y(i-+-6), 

6  tendant  vers  zéro  pour/?  infini.  L'expression  (6)  s'écrit  donc 

M ^-î , 

^'Ip-Kl (,1-+-  S) 

et  Ton   voit  qu'elle  tend  vers  zéro  lorsque  p  tend  vers  l'infini, 
(/>  -H  i)  parcourant  la  suite  des  nombres  premiers. 

En  résumé,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4),  la  pre- 
mière ligne  est  un  enlier  non  nul;  la  seconde  est  une  quantité 
que  Pon  peut  faire  aussi  petite  que  Ton  veut  :  la  somme  des  deux 
lignes  ne  peut  donc  être  nulle,  et  l'on  en  conclut  l'impossibilité  de 
l'équation  (4),  c'est-à-dire  de  l'équation  (3).  c.  q.  f.  d. 

Cette  élégante  démonstration  est  due  à  M.  Hilbert. 
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DEUXIÈME  PARTIE. 

FONCTIONS  D'UiNE  VARIABLE  IMAGINAIRE; 
FONCTIONS   ELLIPTIQUES   ET   APPLICATIONS. 


CHAPITRE  I. 

THÉOIUE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


95.  La  deuxième  Partie  du  Cours  a  pour  objet  l'élude  généralev 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  ou  fonctions  analytiques, 
(Tome  I,  n"  ioo),  et,  comme  application  directe,  celle  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Si  les  quantités  imaginaires  ont  joué,  en  Algèbre  élémentaire  et 
même  en  Géométrie,  un  rôle  important,  elles  ont,  en  Analyse, 
un  rôle  capital  :  grâce  à  leur  emploi  systématique,  la  Science  a 
subi,  au  cours  du  xix®  siècle,  une  transformation  complète,  qui  a 
trouvé  son  origine  et  ses  développements  fondamentaux  dans  les 
travaux  de  Cauchy. 

96.  Fonction  analytique.  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  lo5) 
qu'une  expression  P(ar,  y)  H-  /Q(j:,  jk),  où  P  et  Q  sont  des  fonc- 
tions réelles  de  x  etj^,  est  dite  fonction  analytique  de  l'imagi- 
naire z  =  X  -^ yij  si  l'on  a  identiquement 

(\  —     ^  __  _-  ^__    _  *  • 
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celle  fonction  admet  alors,  par  rapport  à  z^  une  dérivée,  qui  est 

àx  àx 


97.  Uniformité.  —  Une  fonction  analytique  a  été  dite  mono- 
rf/'O/TîC  ou  «/ifyb/*me  dans  une  région  R  du  plan,  lorsque  le  points, 
c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  rectangulaires  x  et  y^  étant 
assujetti  à  rester  dans  cette  région,  la  fonction  prend,  en  chaque 
point,  une  valeur  unique,  indépendante  du  chemin  suivi  par  le 
point  z. 

Ainsi  (Tome  I,  n"  164),  la  fonction  (z  —  «)"*,  pour  m  non 
entier,  n'est  pas  monodrome  autour  du  point  z  =^  a  :  s\  z  décrit, 
dans  le  sens  positif,  un  contour  fermé  entourant  une  fois  ce  point, 
la  fonction  reprend,  au  point  de  départ,  sa  valeur  initiale  multi- 
pliée par  e^mTM'^  En  particulier,  ^z  —  a  se  reproduit  multiplié 
par  —  I,  c'est-à-dire  change  de  signe. 

98.  Continuité.  —  La  fonction  /{z)  a  été  dite  continue  pour 
z  =  Zo  (Tome  I,  n®  165),  lorsque,  étant  donné  e  aussi  petit  qu'on 
veut,  on  peut  assigner  un  nombre  r,  tel  qu'on  ait 

•2)  modf/(^o-+-/i)-/(-o)]  <£, 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  inférieur  à  t;. 

Supposons  que,  pour  s  =  Zo^  f{^)  admette  une  dérivée  finie 
f'i^Zo)  :  c'est  dire  qu'étant  donné  s',  on  peut  assigner  r/  tel  que 
Ton  ail 

mod  y- ^^ — '■ /  (-o)J  < 
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|)Our  toutes  les  valeurs  de  h  de  module  inférieur  à  r/;  il  en  résulte 
iinmédialemenl  quey*(5)  est  continue  pour  z  =:  z^^. 

La  fonction /(5)  est  dite  continue,  dans  une  région  R  du  plan, 
si  elle  est  continue  pour  tous  les  points  de  cette  région. 

Remarque,  —  Soit  posé 
z  =  x-r-  iy^         Zq  =  Xq^  iyo^         /i  =  A-  -h  //,        /( 5 )  =  P  -+-  iQ, 

Si  Ton  observe  que  mod(  A  4-  B/)  est  au  moins  égal  à  mod  A  et  à 
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modB,  rioégalité  (2)  entraîne  celles-ci  : 

mod[P(a?o-hA:,  ^0+/)  — P(a:o,ro)]  <  e» 
mod[Q(xo-4-A-,  ^o-t-0  — Q(^o»  ^o)]  < ', 


pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A"  et  /  telles  que  \/A*-  -h  l'^  soit 
inférieur  à  r,,  et,  a  fortiori,  pour  les  valeurs  de  A"  et  /  inférieures 

à —  en  valeur  absolue  :  sous  une  autre  forme  ?i\f{z)  est  continue 

pour3=:5jjj  V{x^y)  et  Q_{x,y)  sont  des  fonctions  continues  des 
deux  variables  x  ely,  pour  x  =  Xq,  y  =yo- 

La  réciproque  esta  peu  près  évidente. 

De  même,  si  /(z)  est  continue  dans  une  région  R,  les  fonc- 
tions P(x,j^),  Q(xjy)^  et,  par  suite,  le  module  y/P'-f-Q'"*,  sont 
fonctions  continues  de  x  et  y  dans  R. 

Comme  corollaire,  mod/(2)  admet  un  maximum  fini  M  dans 
toute  région  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  laquelle  la  fonc- 
lion/{z)  est  continue  (Tome  I,  n<»  6). 

99.  Fonctions  holomorphes.  —  La  fonction  /{z)  est  dite  holo- 
nwrphe  dans  une  région  du  plan  si  elle  y  est  uniforme  et  con- 
tinue,  ainsi  que  sa  dérivée. 

Ainsi,  les  polynômes  entiers  en  5,  les  fonctions  e*,  e^*y  cosjs, 
sin^  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan;  les  fractions  rationnelles 
le  sont  dans  toute  région  qui  ne  comprend  aucune  des  racines  du 
polynôme  dénominateur,  car,  en  ces  points,  la  fonction,  devenant 
infinie,  cesse  d'être  continue. 

Les  Jonctions  log(.3  —  a),  sjz  —  a  sont  holomorphes  dans  les 

régions  où  elles  sont  uniformes,  c'est-à-dire  (Tome  I,  n°  164)  à 

i'ifllérieurde  tout  contour  simple  ne  comprenant  pas  le  point  >3=ûr. 

Les  séries  de  puissances  sont  holomorphes  à  l'intérieur  de  leur 

cercle  de  convergence,  puisqu'elles  sont,  dans  ce  cercle,  mono- 

dromes  et   continues,    ainsi    que   leurs  dérivées   de  tous  ordres 

(Tome  I,  n--  142-Uo). 

Le  produit  de  deux  fonctions  holomorphes  dans  une  région  est 
évidemment  holomorphe  dans  la  môme  région. 

100.  Points  critiques.   —  On  nomme  point  ordinai  'e  d'une 
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foncllon  /{z)  un  polnl  tel  que,  dans  son  voisinage,  c'est-à-dîre  o 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rajon  suffisamment  petit  ayant  ce  point 
pour  centre,  la  fonction  soit  holomorphe.  Un  point  non  ordinaire 
est  dit  critique  ou  singulier. 

Un  point  critique  est  isolé  lorsqu'on  peut  Tenlourer  d'un  cercle 
de  rayon  non  nul,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique. 

Le  point  critique  isolé  peut  être  de  diverses  natures. 

1°  Point  de  branchement.  —  C'est  un  point  qui  empêche 
l'uniformité  de  la  fonction  dnns  une  région  comprenant  ce  point  : 
en  d'autres  termes,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  z  un  petit  con- 
tour fermé  entourant  le  point  considéré  a,  et  si  Ton  suit  par  con- 
tinuité les  variations  de  la  fonction  le  long  de  ce  parcours,  on 
revient  au  point  de  départ  avec  une  valeur  de  la  fonction  dififé- 
rente  de  la  valeur  initiale. 

Ainsi,   le  point    a    est   un    branchement    pour   les    fonctions 

\og{z  —  a),    ^z  —  a,   et    (z  —  a)"^  lorsque  m  n'est   pas   entier 
(Tome  I,  n**  16i) ;  les  points  z  =±  i  sont  des  brauchements  pour 

^z^  -+-  I ,  c'est-à-dire  pour  \/z  -+-  i  \Jz  —  i. 

2"   Pôle.  —  C'est  un  point  où  la  fonction  f{z)  devient  infinie, 

mais  de  telle  sorte  que  son  inverse  -?^ — -  reste  holomorphe  au  voi- 

sinage  de  ce  point  a,   c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  non  nul. 

Ainsi,  le  point  z  =:  i  est  pôle  des  fonctions ,  ; ~y  mais 

'^  ^  z  —  i    (z  —  i;* 

c'est  un  point  de  branchement  pour  » 

yz  —  i 

Plus  généralement,  pour  une  fraction  rationnelle,  quotient  de 
deux  polynômes  A(;;)  et  B(5),  que  Ton  peut  toujours  supposer 
sans  racine  commune,  les  racines  (ou  zéros)  du  dénominateur  M{z) 
sont  évidemment  des  pôles,  puisque  A(z)lli{z)  devient  infini  en 
un  de  ces  points  a,  tandis  que  B(5):A(c)  reste  holomorphe  au 
voisinage  de  rt. 

De  même  pour  la  fonction  tanij^,  c'est-à-dire ,  les  zéros 

*  °      '  eus  5 

de  cos-3,   à    savoir    (Tome  I,    n"   158,    corollaire   i")   les   points 
z  =.-■+•  li"!z^  sont  des  pôles,  car  tang^  y  devient  infinie,   et  la 


I 

1 
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'Onciion  inverse,  -; — >  reste  évidemment  holomorphe  autour  de 

'   sin  5  '^ 

chacun  d 


'eux. 


^°  Point  singulier  essentiel.  —  C'est  un  point  critique,  non 
'  '^)  tel  que  la  fonction  soit  holomorphe  entre  deux  cercles  ayant 

point  pour  centre,  et  dont  le  moins  grand  a  un  rayon  aussi 
'^  '^  qu'on  veut. 

^^  exemple,  Torigine  5  =  0  est  point  essentiel  pour  e"  :  cette 

'OUclïon,  en  effet,  est  holomorphe  entre  deux  cercles  quelconques 

ayant  rorîgine  pour  centre,  et,  pour  prouver  que  ce  point  n'est 

ni  point  ordinaire,  ni  pôle,  je  vais  prouver  que  la  fonction  y  est 

indéterminée  (*). 


m 


En  effet,  les  points  pour  lesquels  e'  prend  une  valeur  A  sont 
lournis  par  la  formule  (Tome  I,  n°  158) 


—  =  log  A -+- '2/17:1,         ou 


z  °  \oQX-\-ihTzi 

h  désignant  un  entier  arbitraire,  et  il  est  clair  que  l'on  pourra 
choisir  h  assez  grand  pour  que  mod^  soit  aussi  petit  que  l'on 
voudra  :  la  fonction  prend  donc  une  valeur  arbitraire.  A,  en  des 
points  aussi  voisins  que  l'on  veut  du  point  5  =  0,  qui  est  dès  lors 
un  point  d'indétermination. 

Points  non  isolés.   —   Les    points   critiques   d'une    fonction 
peuvent  être  non  isolés;  ainsi,  le  point  z  =  o  est  critique  non 

'5olé  pour  la  fonction  i  :  sin  ->  parce  que,  les  pôles  de  cette  fonc- 

tion  étant  les  points  z  =  -r— >  il  est  impossible  d'entourer  l'origine 

d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  contenir  aucun  d'eux. 

Dans  d'autres   cas,   les   points   critiques  peuvent  former  des 
lignes  continues. 

Remarque, —  Soit  ^{z)  une  fonction  holomorphe  de  z,  quand 
z  reste  dans  une  région  R;  le  point  u  =  'f{z)  reste  alors,  sur  le 


(')  On  démontre  que  cette  propriété  d'indétermination  est  caractéristique  des 
points  essentiels. 

H.  -  II.  8 


If4  DEUXIÈME  PARTIE.   —   FONCTIONS   d'L'NE  VARIABLE   IMAGINAIRE. 

plan  de  la  variable  ?/,  dans  une  région  R'  :  sif{u)  est  fonction 
holomorphe  de  u  dans  R',  il  est  clair  f|"e /[«(.î)]  sera  fonction 
liolomorphe  de  z  dans  R. 

Donc,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  fonction  de 
fonction  /[^^{zy]  sont:  i**  les  points  critiques  de  ^(s);  2®  les 
valeurs  de  z  auxquelles  correspondent,  par  u  =  ç(5),  des  valeurs 
de  II  critiques  pour /(£/). 

Ainsi,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  log^(5)  et  de  \r^{z) 
sont  les  points  critiques  et  les  zéros  de  0(2). 

101.  Il  y  a  entre  un  pôle  ou  un  point  essentiel  et  un  point  de 
branchement  une  différence  fondamentale.  Soit,  en  effet  {fig»  46), 

Fig.  '|(^. 


une  région  R  ne  contenant*  qu'un  point  critique  a  def(z);  en- 
tourons ce  point  d'un  petit  cercle.  Si  a  est  pôle  ou  point  essen- 
tiel,/(s)  est  holomorphe  dans  la  région,  non  ombrée,  comprise 
entre  le  cercle  et  le  contour  de  R;  si  a  est  branchement,  f{z),  par 

exemple,  log(-s  —  a)  ou  ^z  —  a,  n'est  pas  monodrome,  ni,  dès 
lors,  holomorphe,  dans  cette  région,  puisque  Ton  peut  tourner 
autour  de  a  sans  sortir  de  la  partie  non  ombrée. 

Une  fonction,  holomorphe  au  voisinage  de  chaque  point  d'une 
aire  comprise  entre  deux  contours  simples,  peut  donc  n'être  pas 
holomorphe  dans  cette  aire;  au  contraire,  il  esta  peu  près  évident 
qu'une  fonction,  pour  laquelle  tous  les  points  d'une  région  à  con- 
tour simple  (Tome  1,  11°  164)  sont  ordinaires,  est  holomorphe 
dans  cette  région. 

lOâ.  Fonctions  méromorphes.  —  Une  fonction  monodrome 
dans  une  région  R  et  n'ayant  pas,  dans  cette  région,  d'autres 
points  critiques  que  des  pôles,   est  dite  méromorphe  dans  R. 
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Les  fraclions  rationnelles,  la  fonction  tangc  et  son  inverse  cot^ 
sonl  méromorphes  dans  tout  le  plan  :  car  elles  sont  uniformes  et 
n^ont,  comme  points  critiques,  que  les  points  où  elles  deviennent 
infinies;  or  ceux-ci  sont  des  pôles  (n**  100,  2**). 

L'inverse  1  '/(z)  d'une  fonction  /(w),  liolomorphe  ou  niéro- 
morplie,  est  méromorphe  :  car  elle  ne  cesse  d'être  holomorphe  quo 
pour  les  zéros  de/{z)  [c'est-à-dire  les  points  où  /{s)  s'annule], 
et  ces  points  sont  évidemment  des  pôles  de  i  :/(z). 

De  même,  le  quotient  de  deux  fonctions,  méromorphes  dans 
une  région,  est  méromorphe  dans  la  même  région;  ses  pôles  pos- 
sibles sont  les  pôles  de  la  fonction  numérateur  et  les  zéros  de  la 
fonction  dénominateur  (*). 

103.  Point  à  l'inâni.  —  On  dit  que/{z)  est  holomorphe  à  l'in- 
fini, ou  admet  le  point  à  Tinfini  comme  point  ordinaire,  lorsque  la 

/onction  de  u^  fl  -  j>  admet  comme  point  ordinaire  le  point  «=o. 

De  même,  le  point  à  l'iuRni  sera,  \)ouv  f[z)^  branchement,  pôle 
ou  point  essentiel,  selon  que  le  point  2/ =  o  sera  branchement, 

pôle  ou  point  essentiel  pour  J  \-  )' 

Par  exemple,  le  point  à  l'infini  est  essentiel  pour  e"'^  parce  que 


m 


«  =  o  est  point  essentiel  (n°  100,  3°)  pour  la  fonction  e'^  ;  c'est 
un  pôle  pour  5^  et  un  point  ordinaire  pour^^ — —t  parce  que  u  =  o 

est  un  pôle  pour  —  et  un  point  ordinaire  pour  i  —  w*. 


IL  -  INTÉGRâLES  DÉFINIES  IMAGINAIRES. 


lOi.  Déflnitioii  de  rintégrale  imaginaire.  —  Soit/(5)  une  fonc- 
tion analytique  de  la  variable  z,  continue  dans  une  région;  suppo- 
sons que  z  aille  de  Zq  -d  7j  en  suivant  un  arc  déterminé  et  fini,  L, 


(*)  Nous  su pposonSf  provisoirement,  que  les  deux  fonctions  n'ont  aucun  zéro 
ou  aucun  pùle  commun,  car,  en  un  tel  point,  leur  quotient  se  présenterait  sous 
forme  indéterminée.  Nous  verrons  pluj  tard  que  celte  restriction  est  inutile. 
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de  la  région  :  marquons  sur  celle  Jigne  L,  en  allant  de  z-o  vers  Z, 
des  points  successifs  ^0,  z^,  ...,  ^/,,  ...,  Zp,  Z;  dans  chaque  inter- 
valle ZfiZfi^i,  prenons  sur  L  un  point  quelconque  Ç/i,  et  considé- 
rons la  somme 

(0    S  =  (^,-;5o)/(îo)-i-...-^(-«+i~-3«)/(U)-+-...-+-(Z-«/0/(îp)- 

Si  nous  augmentons  le  nombre  de  points  z,t  de  manière  que  le 
module  de  toutes  les  différences  z„^i  — Zn  décroisse  indéfiniment^ 


je  dis  que  la  somme  S  tendra  vers  une  limite,  indépendante  di» 
choix  des  points  ;:„  et  Ç«  sur  la  ligne  L.  Écrivons,  en  effet,  eu 
mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

et  portons  ces  valeurs  dans  la  somme  S;  le  terme  général  de 
celle-ci,  à  savoir  {Zn^^  —  ^n)  fÇ^n)'^  s'écrit  : 

[a:„^_l  — jr;i H- i(j'«+i—J/i)][P(?/i,  •»!/»)-+- 'Q(?/i,  >)«)], 
el,  en  séparant  le  réel  de  rimaginaire, 

Or  la  somme  des  parties  réelles 

n'est  autre  chose,  à  la  limite,  qu'une  intégrale  curviligne^prîse  le 
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long  de  l'arc  L  (n*»  60),  à  savoir 


de  -même  la  somme  des  parties  imaginaires  a  pour  limite  l'intégrale 
curviligne 

i  f  {qdx-^Pdj'\ 

de  sorte  qu'il  vient  finalement 

(2)  limS=  f  {Pdx  —  qdy)-h  i  f  (qdx-^Pdy) 

Les  intégrales  curvilignes  ont  un  sens,  puisque  l'on  suppose /(^) 
et,  par  suite,  P  et  Q  continues  le  long  de  L,  et  que  l'arc  L  est 
fini.  La  limite  ainsi  déterminée  se  représente  par  le  symbole 

et  se  nomme  V intégrale* de  la  /onction  /(z)  le  long  de  Tare  L. 

lOo.  Cette  définition,  semblable  à  celle  de  l'intégrale  définie 
réelle,  conduit  aux  mêmes  conséquences  évidentes. 

i®  Si  l'on  divise  l'arc  L  en  deux  portions  L|  et  L2,  on  a  évi- 
demment 


f-  f^  (■ 

•^U.       «^^L,      «^'l. 


%"*  L'intégrale  suivant  L  en  allant  de  s^  kTj  est  égale  et  de  signe 
contraire  à  Tintégrale  prise  suivant  la  même  ligne^  en  allant  de  Z 
à  >5o  {voir  aussi  n**  59). 

3®  Si  M  désigne  le  maximum  du  module  (*)  de  f{z)  sur  la 
ligne  L,  on  aura 

modS^  M[inod(5i —  Zq)-\-  moù{z^  —  z^)  -h. .  .-h  mod(Z  —  zp)\y 

car  le  module  d'une  somme  est*au  plus  égal  à  la  somme  des  mo- 
dules. 


(*)  Un  tel  maximum  existe,  puisque  f{z)  est  continue  dans  une  région  qui 
comprend  L  (n«  98). 
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D'ailleurs  inod(3|  —  ^o)  ^st  la  longueur  de  la  corde  ZqZ^^  et 
ainsi  de  suite;  la  somme  de  ces  cordes  étant  au  plus  égale  à  Varc  Zol^t 
on  aura,  en  désignant  par  L  la  longueur  de  Tare  d'intégration  et 
en  passant  à  la  limite, 

moill    /    f(z)fiz  I  t-ML. 


U^"'-"]' 


106.  Changement  de  variable.  —  Posons  5  =  F(//),  en  dési- 
nant  par  F(u)  une  fonction  analytique  de  ii^  et  supposons  que 
le  point  u,  lorsque  le  point  z  décrit  un  arc  L,  décrive  un  arc  A; 
admettons  de  plus  que  la  relation  z  =  F(/i)  fasse  correspondre,  à 
un  point  z  de  L,  un  et  un  seul  point  //  de  A,  et  réciproquement. 

Dans  ces  conditions,  on  démontre  sans  difficulté  la  formule 


ff{z)dz=.  f/[F{u)]F'(u)du, 


On  part,  pour  cela,  de  l'expression  (2)  de  Tintégrale  proposée, 
mise  sous  la  forme 


■h 


ce  qui  ramène  le  changement  de  variable  à  une  opération  analogue 
dans  une  intégrale  curviligne. 


Tkéot'ème  fondamental  de  Cauchy, 

107.  Théorème*  —  Toute  la  théorie  qui  va  suivre  a  pour  base 
une  proposition  importante  et  célèbre,  due  à  Cauchy,  et  qui 
s'énonce  ainsi  : 

Soit  f(z)  une  fonction  holomorphe  dans  une  région  R  dit 

plan,  à  contour  simple  :  l'intégrale   f  f(z)dz,  prise  le  long- 

d'une  ligne  fermée  quelconque,  tracée  tout  entière  dans  Ict 
région  R,  est  nulle. 

Par  contour  simple  on  entend  (Tome  I,  n°  164)  un  contour, 
sans  point  multiple,  qui  peut  être  tracé  d'un  seul  luouvemenL 
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conlinu;  l^aire  intérieure  à  un  cercle  est  à  contour  simple,  l'aire 
comprise  entre  deux  circonférences  concentriques  est  à  contour 
non  simple  ou  complexe. 

Désignons  par  y  une  ligne  fermée  de  la  région  R,  supposée 
décrite,  par  exemple,  dans  le  sens  positif;  on  a,  par  ce  qui  précède, 

(3)  f/iz)c/z=  f  {?dT^qdj)-^l  fiqdx^Vdf), 

•/y  *'   Y  Y 

D'après  l'hypothèse,  /{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  con- 
tour V  et  sur  ce  contour,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  P  et  Q, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  sont  bien 
déterminées  et  continues  à  l'intérieur  de  y  et  sur  y;  on  peut  donc 
(n"*  66)  appliquer  aux  deux  intégrales  curvilignes  du  second 
membre  de  (3)  la  formule  de  Riemann  (n°  64),  ce  qui  donne 

(a'.'.-Q*,-/X(:;i;-2)^*, 

C  étant  l'aire  enveloppée  par  le  contour  y.  Mais,  d'après  les  iden- 
tités fondamentales  du  n^  96,  à  savoir, 

Ow        ày  Oy  àx 

les  deux  intégrales  doubles  ci-dessus  sont  identiquement  nulles; 
il  en  est  donc  de  même  de  deux  intégrales  simples,  ce  qui, 
d'après  (3),  démontre  le  théorème. 

108.  Extension.  —  Le  théorème  fondamental  peut  être  étendu 
à  un  contour  complexe. 

Supposons  que  f{^z)  soit  holomorphe  dans  la  région  (non 
ombrée)  comprise  entre  un  contour  simple  y  et  des  contours 
simples  yi,  y.^,  ...,  intérieurs  à  y  {fig-  48),  ainsi  que  sur  ces  con- 
tours. 

Joignons  (^fig^  49)  deux  points  voisins  de  chaque  contour  inté- 
rieur à  deux  points  voisins  sur  le  contoury,  pardes  lignes  infiniment 
voisines  /7i/t,  m'/i',  ...;  nous  formons  ainsi  un  contour  simple,  à 
l'intérieur  duquel  f{z)  est  encore  holomorphe.   Nous   pouvons 


120 


DEUXIEME  PARTIE.   —   FONCTIONS   D  UNE  VARIABLE   lyAGINAlRE. 


(Jonc  appliquer  à  ce  conlour,  décrit,  par  exemple  dans  le  sens  des 
flèches,  le  théorème  de  Cauchy,  ce  qui  donne  évidemment  : 


ff{z)dx-h  f  /{z)dz-^  fA^)dz^  f    f{z)dz 


-f-,  .  ,:=  O. 


Or,  quand  les  degx  bords,  mn  et  m'/?',  de  chaque  coupure  se 

Fig.  4^. 


rapprochent  indéfiniment,  la  fonction /(;:),  holomorphe  dans  la 
région  donnée,   prend,  à  la   limite,  les   mêmes  valeurs  le  long 

de  mn  et  de  m  n\  de  sorte  que  les  deux  intégrales   /     et   /      , 
prises  en  sens  contraire  suivant  la   même  ligne,   se   détruisent 


F»»-  49- 


rru 


(n^  lOo,  2^).  Il  reste  c'onc 

f/{z)dz-^  ff{z)dz-^  f/{z)dz^..,  =  o, 
"Y  •^Y.  ^yt 

les  contours  ^i  et  y^  ctant  décrits  dans  le  sens  négatif,  tandis  que 
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Y  l'esl  dans  le  sens  posilif.  On  peut  aussi  écrire 


ff{z)dz=  fAz)dz-^  fn^)dz 
J^  •^Ti  •^T. 


les  coD tours  étant  tous  décrits  dans  le  même  sens. 

C'est  Pextension  cherchée  :  Vintégrale  suivant  le  contour 
extérieur  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  suivant  les  con- 
tours intérieurs. 


109.  Corollaire  I.  —  Soit/(2)  une  fonction  holoniorphe  dans 
une  région  à  contour  simple  R;  désignons  par  z^a'L  et  z^blj 
deux  lignes,  allant  d'un  point  ^o  ^  ^^  point  Z  de  R,  sans  sortir  de 


cette  région  {fig*  5o).  On  a,  en  appliquant  le  théorème  fonda- 
mental au  contour  simple  que  forment  ces  deux  lignes, 

/        /(z)dz-h  f     /(z)dz=h  ou  f      =f      . 

En  d*autres  termes,  l'intégrale  de  /(^),  le  long  d'une  ligne 
allant  de  ^o  à  Z  sans  sortir  de  R,  est  indépendante  du  choix  de 
cette  ligne. 

110.  Corollaire  II.  —  D'après  cela,  si  f{z)  est  holomorphc 
dans  une  région  à  contour  simple  R,  l'intégrale 

'(")=  f  J{^)dz, 

prise  le  long  d'une  ligne  quelconque,  L,  allant  de  z^  à  u  et  située 
dans  R,  est  une  fonction  uniforme  de  sa  limite  supérieure  £/,  dans 
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la  région  R  :  sa  valeur  est  en  effet  unique,  puisqu'elle  esl  (n°  109) 

indépendante  du  choix,  de  la  ligne  L.  Je  dis  qu'elle  est  fonction 
holomorphe  de  z/,  et  que  sa  dérivée  est  /(//)  :  il  suffira  d'établir 
ce  dernier  point,  car  l'intégrale  I(w)  ayant  une  dérivée  finie  sera 
continue  (n°  98)  dans  R;  elle  sera  dès  lors,  dans  cette  région,  uni- 
forme et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée /(w),  donc  holomorphe. 
Cherchons  donc  l'accroissement  AI  de  I  quand  on  change  // 
en  //  -H  A;/;  soit  L  une  ligne  quelconque  d'intégration  allant  de  w» 


ig.  ^i. 


à  u{Jig,  5i);  pour  ligne  d'intégration  de  z^^  à  m  4- A//,  p^enons  L, 
suivie  du  segment  rectiligne  qui  joint  les  points  u  et  u-{-^u. 
On  a  alors 

(4)Ar=/  f{z)dz^  f{u)dz-^  [/(s)—/{u)\(fz. 


H  '-^  H 


Au  dernier  membre,  la  première  intégrale  est /(«)  Ai/,  car  it 

,  et    /  dz  est  égal,  par  la 

définition  même  de  l'intégrale  imaginaire,  à  Ai/.  D'ailleurs  f{z) 
est   continue   pour   z  =  u\  on  peut  donc  prendre  ^u  assez  petit 

pour  que,  z  restant  sur  le  segment  u //  + Aw,  le  module  de 

fi^z)  — f{u)  demeure  inférieur  à  tout  nombre  e,  et  l'on  a  dès  lors 

(nMOo,  3«) 

mod   /  \f{^) — /(m)]  f/-3  <s  modAw, 


/( 


puisque  la  longueur  du  segment  d'intégration  est  mod  Ac/.  La  rela- 
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lion  (4)  donne  par  suile  : 

mod[Al  — /(  w)  Am]  <  £  modA//, 
d'où 

modl  — — y(M)J  <e, 

ce  qui  établit  que  —  a  pour  limite y(w)  quand  ^u  tend  vers  zéro; 

la  dérivée  de  I(w)  est  doncy(//).  c.  q.  f.  d. 

Ainsi  : 

U  intégrale  d*  une  fonction  /(5),  holoniorplie  dans  une  région 
à  contour  simple,  est  une  jon'ction  de  sa  limite  supérieure  w, 
holoniorphe  dans  la  même  région;  sa  dérivée  par  rapport  à  z 

rst/(z). 

m.  Corollaire  III.  —  Si  F(z)  est  une  fonction  holomorphe 
dans  la  région  R,  ajant  pour  dérivée  f{z)^  on  aura 

f  /(u)du  =  F{z)-F{z^), 

En  eOet,  les  deux  membres,  ayant  même  dérivée  par  rapport  a  2, 
ne  peuvent  (Tome  I,  n®  155,  Remarque)  A\SérQv  que  d'une  con- 
stante, laquelle  est  nulle,  puisque  ces  deux  membres  sont  évidem- 
ment égaux  (à  zéro)  pour  z  =  z^. 

De    là  résulte  également   qu'on   peut  appliquer  à  l'intégrale 

m  * 

I    /'(li)du  l'intégration  par  parties. 


112.  Remarque.  —  Le  théorème  fondamental  de  Cauchy  sup- 
posey(>3)  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  d'intégration  y,  et 
sur  y;  il  est  généralement  en  défaut  si  cette  condition  n'est  pas 
remplie. 

exemples.  —  1**  Soit  l'intégrale   /  — -—  prise,   dans  le  sens 

positif,  le  long  d'une  circonférence  C,  de  rayon  R,  ayant  pour 
centre  le  point  z  =  a.  On  a,  sur  la  circonférence,  en  désignant 
par  o  l'argument  de  ^  —  r/, 

z  —  a  —  RCcoso  -i-  /sîno  )  ==  \\  e'?, 
liz  =  U  i  e'?  do  ; 
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d'où  ce  résultai  à  retenir  : 


/  — ^  =  i  I  (£9  =  11:1, 
Jr^  —  a        J      ' 


puisque  o  augmente  de  jltz  quand  on  décrit  la  circonférence  dans 
le  sens  positif. 

L'intégrale  n'est  donc  pas  nulle;  on  voit  d'ailleurs  qu'elle  ne 
dépend  ni  du  rajon  du  cercle,  ni  du  choix  du  point  de  départ  de 
rintégralion,  comme  cela   doit  élre  en  vertu   du    théorème   de 

Cauchy  étendu  (n**  108).  En  effet,  la  fonction étant  holo- 

fit     Œ 

morphe  entre  deux  circonférences  G  et  C  de  centre  5  =  a,  on  a 

r  _dz_  _  r    dz 

quel  que  soit  le  point  de  départ. 

-Tz  prise,  par  exemple,  le  long 

yz 

d'une  circonférence  de  centre  5  =  o  et  de  rayon  R,  dépend  de  11 
et  de  l'argument  ^0  du  point  initial,  car  si  l'on  pose 

_  il 

on  a 

-f  =±i/î\    /  e\d^=±'i/R[e'^  )^^        =qi4/Rc  *". 


III.  -  INTÉGRALE  DE  GâUCHT. 


113.  Formule  de  l'intégrale  de  Cauchy.  —  Soit/(^)  une  fonc- 
tion de  ^,  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  y,  et  sur 
ce  contour;  désignons  para  un  point  quelconque  intérieur  à  v  : 
je  dis  qu'on  a 

./y       -  —  « 

En  effet,  la  fonction  de  z.  -^.L-LiilZI^,  est  évidemment  holo- 


z  —  a 
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morphe  dans  la  région  à  contour  complexe  comprise  entre  le  con- 
tour y  et  une  circonférence  quelconque  A*,  décentre  a^  intérieure 
à  y;  on  a  donc,  par  le  théorème  de  Cauchy  étendu  (n°  108), 

L*intégrale  qui  figure  au  second  membre  est  indépendante  du 
rajon  r  de  la  circonférence  A",  puisque  l'intégrale  égale  qui  figure 
au  premier  membre  n'en  dépend  pas;  nous  aurons  établi  qu'elle 
est  nulle  si  nous  prouvons  que  son  module  est  manifestement 
inférieur  à  toute  quantité  donnée,  lorsque  r  est  choisi  assez  petit. 

Or,  sur  la  circonférence  A",  on  peut  poser,  comme  au  n°  112, 

(a)  z  —  a  =  r  e'?,         ciz  =  rie'9  doy 

d*oii 

:;  étant,  au  dernier  membre,  supposé  remplacé  par  sa  valeur 
a -h  re'Ç,  sur  k.  Mais  la  fonction /(i;)  est  continue  pour^  =  a,  on 
peut  donc  prendre  r  assez  petit  pour  que,  z  restant  sur  la  circonfé- 
rence X:,  mod[/(5) — /(^)]  demeure  inférieur  à  tout  nombre  e, 
et  Ton  a  dès  lors 

ce  qui  établit  la  formule  (i).  On  peut  écrire  (i)  sous  la  forme 

or  le  second  membre,  en  vertu  du   théorème  de  Cauchy  étendu, 

_J    >  c'est-à-dire,  par  (a)  (ou  comme  on  Ta  vu 
z       a 

au  n**  112),  à  1TÙ  fi^d)^  en  supposant  les  contours  décrits  dans  le 
sens  positif. 

On  a  donc  finalement  la  formule  de  l' intégrale  de  Cauchy  : 

(3)  fZi^dz  =  2ni/{a), 

Y  étant  décrit  dans  le  sens  positif,  et  a  étant  intérieur  à  v. 
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Si  le  poinla  élail  exléricur  à  y,  le  premier  membre  de  (3)  serait 
nul,  puisque  f{z)  :  (5  —  a)  sérail  holomorplie  dans  y  el  sur  y. 

Extension  à  un  contour  complexe,  —  Si  f{z)  est  holo- 
morphe  dans  la  région  R,  comprise  entre  un  contour  v„  et 
des  couleurs  Y|,  y^,  ...  {fig*  52),  et  sur  ces  contours,  on  a, 
en  désignant  par  k  une  petite  circonférence  ayanl  pour  centre 
un  point  a  de  R  (n«  108), 

Or,  d'après  (3),    /  "^  "^    dz  est  égal  à  ^'7zi/(a)]  ce  qui  donne  : 

I     -' dz^  I    -  dz—  I     ''      -dz—...—  iT.t  fia), 

formule  qu'on  peut  écrire 

(  :i  bis  )  f  •'^^  dz  =  'i  7:  i/{  a  ), 

en  convenant  de  représenter  par   /  la  différence  entre  rinlégralc 
prise  suivant  y^»  ^^  '^  somme   des  intégrales  prises  suivant  y,, 


Fig.  52. 


Y21  •  '  "i  tous  ces  conlours  élant  décrits  dans  le  sens  posilil*. 

114.  Expression  des  dérivées.  —  Dérivons  une  fois,  deux  fois,  ...^ 
par  rapport  à  a  les  deux  membres  de  l'équalion  (3)  ou  (3  bis)y  en 

a|)pliquanl,  sous  le  signe    /  ,  la  règle  ordinaire  de  dérivation,  que 


r  _£_ 
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nous  justifierons  tout  à  Theure.  Il  vienl 


())  f"(a)=   ,—     /    : riz. 

Toules  les  intégrales,  dans  les  seconds  membres,  sont  évidem> 
ment  des  fonctions  uniformes  de  a,  car  leurs  valeurs,  pour  une 
valeur  de  a,  sont  parfaitement  déterminées  tant  que  le  point  a 
n'est  pas  sur  le  contour  y  :  chacune  d'elles,  a^ant  pour  dérivée  la 
suivante,  est  dès  lors  une  fonction  analytique  et  continue  de  a. 
Donc  :  Les  dérivées  d'une  fonction  holomorpke  dans  une 
région,  à  contour  simple  ou  non,  sont  holoniorphes  dans  la 
même  région,  puisque  chacune  d'elles  y  est  uniforme  et  continue^ 
ainsi  que  sa  dérivée. 

Reste  à  justifier  la  dérivation  sous  le  signe  /  ,  pour  une  fonc- 
tion du  type 

n  étant  entier  et  positif. 

Or  on  a,  en  formant  <p(a  -i-  h)  et  retranchant  ç(a), 

d'ailleurs,  fidentité  classique  delà  division  donne 
ï  r  h  /fî 


z  —  a  —  h        z  —  a       (z  —  «j*        («—  a)'(-s  —  a  —  h)^ 

et,  en  dérivant  {n  —  i)  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on 
trouve  inn média tement 
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P(z,  6r,  h)  étant  un  poljnome  entier  en  z,  a,  h.  Donc 


-4- A  f --Ç^ j—V(z,a,h)dz. 

J^{z  —  ay'^^{z  —  a  —  hy*'     ^    »     '     ^ 


^intégrale  qui  est  le  coefficient  de  h  au  second  membre  a  son 
module  fini  :  car,  z  restant  sur  le  contour  y,  et  h  demeurant 
voisin  de  a,  à  Tintérieur  du  contour,  les  modules  des  quantités 
f{z)^  {z  —  a)~"~%  (;;  —  a  —  A)"",  P(5,  a,  A)  sont  évidemment 
limités  et  il  en  est  de  même  de  la  longueur  du  contour  y;  donc 
(n**  103,  3'*),  le  module  de  l'intégrale  considérée  est  fini  :  il  en 

,1                 1     !•     •                     f                1                   .    ^ia-^h)  —  ©fa) 
résulte  que  la  limite,   pour  h  =  o,   du  rapport -, = y 

c'esl-à-dire  la  dérivée  de  ç(<ï),  est  bien  la  quantité 

conTormément  à  la  règle  de  dérivation  sous  le  signe  /  . 

113.  Remarque.  —  La  formule  de  l'intégrale  de  Cauchy,  (3) 
ou  (3  bis)^ 

f(a)  =  ~   f  'f^dz, 
^  ^    '       XTU  J    Z  —a 

montre  qu'une  fonction /(^s),  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour y  et  sur  y,  est  déterminée  en  tout  point  a,  intérieur  à  y,  dès 
que  1  on  connaît  sa  valeur  le  long  du  contour  :  c'est  là  une  pro- 
priété des  fonctions  holomorphcs  dont  le  seul  énoncé  fait  com- 
prendre l'importance. 

D'ailleurs,  les  valeurs  que  prend  une  telle  fonction  le  long  d'un 

contour,  y,  ne  sont  pas  arbitraires,  puisque  l'intégrale    /  /{z)dz 

doit  être  nulle,  ainsi  que  toute  intégrale  du  tvpe    /  /{z)o(z)dz, 

ç(3)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  y  et  sur  y. 

Soit  au  contraire  f{z)  une  fonction  définie  arbitrairenienl  en 
chaque  point,   z,    du   contour  y,   et  continue  sur   ce   contour. 
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L'intégrale 

Tzi  J^  z  —a 


*•  -- ~  ■•'Y 


û  élant  intérieur  à  y,  définit  une  fonction  de  a  évidemment  bien 
déterminée  :  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  que  sa  dérivée  est 

^  /  7  _    \i^^i  ®^  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  conclut  encore  que 

'^fonction  de  a  considérée  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  y.  On 

*"''au  tort,  toutefois,  de  la  représenter  par/(ûr),  car  en  général  sa 

3'eur,  lorsque  a  tend  vers  un  point  Zo  du  contour,  ne  tend  pas 

,   .  ^-    Corollaire  II.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  fournissent  une 
.    ^     Supérieure  du  module  des  dérivées /"'(a), /"(a),   ...,  à 
*  ^^ur  de  Y- 

oS^\eiit,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  de/(z)  sur  le  con- 
tour (n**  98),  8  la  plus  courte  distance  de  a  au  contour;  on  a,  en 
vertu  du  n«  105,  3% 


mod  /  T-^ — : — 7  dz  <  ^ — r  L, 


r 

L  étant  la  longueur  du  contour  y;  d'où,  par  (5  ), 

I.9..../1   ML 


inod/«(a)£ 


•2TZ        8'*-*"* 


Si  Y  est  une  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  R,  celte  for- 
mule devient 

mod/«(a)l— j^;j— M. 

117.  Séries  à  termes  analytiques.  —  On  a  défini  au  Tome  I 
(n**  166)  la  convergence  uniforme  d'une  série  à  termes  analy- 
tiques :  on  dit  que  la  série  en  z 

converge  uniformément  dans  une  région  R,  ou  sur  une  ligne  L, 
lorsque,  étant  donné  e  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  assigner  un 
entier  N,  fonction  de  e  seul,  tel  que  le  module  du  reste,  R||(.5), 

H.  —  II.  9 
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soit  <  e,  pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  N,  et  toute 
valeur  de  z  dont  Taffixe  est  dans  la  région  R,  ou  sur  la  ligne  L. 

Les  théorèmes  suivants  sont  d^une  grande  importance  dans  la 
théorie  des  séries  : 

Soit  une  série  8(5)  =  W|  (s)  + //.^(-s) -+-... ,  les  u,i(z)  étant 
des  fonctions  holomorphes  de  z  dans  une  région  finie  R  de 
contour  y  simple  ou  non,  et  sur  ce  contour, 

1°  Si  la  série  converge  uniformément  sur  une  ligne  finie  L 
de  la  région  R,  son  intégrale,  le  long  de  L,  s'obtient  en  faisant 
la  somme  des  intégrales  des  termes  de  la  série. 

Il  suffit,  pour  l'établir,  de  répéter  le  raisonnement  fait  au  11°  3t3 
(lu  Tome  1  pour  les  séries  à  termes  réels. 

2"  Si  la  série  conserge  uniformément  sur  le  contour  y, 
cette  série  et  toutes  les  séries  obtenues  en  dé  r  lisant  une  fois, 
deux  fois,  . . .,  les  termes  de  la  première  convergent  unifor- 
mément dans  toute  région  R'  intérieure  à  R;  chacune  d'elles 
est  la  dérivée  de  la  précédente;  toutes  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  z  dans  R. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  x  un  point  de  R,  et  par  q  -f-  i 
un  entier  positif, 

S(j)  Wi(-)  Ui(2) 


La  série  en  z  au  second  membre  converge  uniformément,  coinine 
la  proposée,  sur  le  contour  y:  car  son  reste,  quand  :;  décrit  y?  a  son 

module  inférieur  à  ^— j»  modR„(^),  8  représentant  la  plus  courte 

distance  de  x  au  contour.  On  a  donc,  d'après  i*,  en  intégraat  le 
long  de  Y  les  deux  membres  de  la  relation  précédente, 


d'où,  en  appliquant  à  chacun  des  termes  du  second  membre  la 
formule  (5),  application  légitime,  puisque  les  Un{^)  sont  holo- 
morohes  dans  y  et  sur  y, 
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La  série  des  dérivées  d'ordre  q^  ià^\x)  -f-  it\f{x)  4-.  •  •,  con- 
verge donc  dans  R;  et,  si  S^^\x)  est  sa  somme,  on  a 


(*>) 


Je  dis  maintenant  que  la  série  eu  x,  S^^^(:2:),  converge  unifor- 
mément dans  IV.  En  effet,  d'après  la  formule  (5),  à  savoir 

le  reste,  //J  ,  (a*)  -r  .  . . ,  a  pour  valeur  -^.   /  '-^-^ — r  dz.  quan- 

lilé  dont  le  module,  lorsque  x  demeure  dans  IV,  est  inférieure  à 

£  -t|~yL,  |jl  désignant  le  maximum  du  module  de  K/i(:;)  sur  y,  Lia 

longueur  de  y,  d  le  minimum  de  la  distance  à  v  d'un  point  de  R'  : 
i'onime  a,  pour  n  assez  grand,  reste  inférieur  à  e,  en  vertu  de  la 
ronvergence  uniforme  de  8(5)  sur  y,  la  proposition  est  établie. 

En  particulier,  pour^  =  o,  on  voit  que  la  série  ;/i (a:) +  f/2(-27) -!-••• 
est  convergente  dans  R,  et  uniformément  convergente  dans  R';  si 
S(j:)  est  sa  somme,  on  a 

S(  jr)  =  w,  (.r; -T- //.ijj-)  4-. .  .=  :    /   -  -^^ 


CLZ, 


On  reconnaît  ensuite,  comme  au  n<>  115,  que  la  dérivée  de 
la  fonction  S^^^(:2:),  donnée  par  l'intégrale  qui  figure  au  dernier 
membre  de  (6),  est  égale  à  l'intégrale  qui  donne  Sf^'*''^(j:)  :  donc, 
onfin,  la  série  proposée  et  les  séries  des  dérivées  successives  de 
ses  termes  étant  convergentes  dans  R,  et  ayant  chacune  la  suivante 
pour  dérivée,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x,  dans  la  ré- 
.:;ion  R.  c.   q.   f.   d. 

Remarque.  —  Cette  théorie  permet  de  démontrer  à  nouveau 
certaines  propositions  établies  au  Tome  1  pour  les  séries  de  puis- 
sances. 

Une  telle  série,  en  effôt,  comme  on  Pu  vu,  converge  uniformé- 
ment à  rinlérieur  et  sur  le  contour  de  toute  circonférence  y  inté- 
rieure au  cercle  de  convergence;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  la 
série  formée  par  les  dérivées  d'ordre  q  de  ses  termes  converge 
uniformément  dans  toute  région  intérieure  à  y;  chacune  de  ces 
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séries  est  la  dérivée  de  la  précédente,  et  toutes  sont  des  fonctions 
holomorphes  dans  et  sur  v,  c'est-à-dire  dans  le  cercle  de  conver- 
gence, la  circonférence  de  ce  cercle  pouvant  être  exceptée. 


IV.  -  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE. 


118.  Série  deTaylor.  —  Soit  f{z)  une  fonction  holomorplie  à 
l'intérieur  et  sur  le  contour  d'une  circonférence  y  de  rajon  R , 
ayant  pour  centre  le  point  z-=  a]  désignons  par  a  +  ^  un  poin i 


Fig.  53. 


inlérieur  à  ce  cercle.  Ou  a,  d'après  la  formule  de  Cauchy(n**  1 13)^ 

•^  ^  'i-i  J   z^a  —  t 

ce  qui  s'écrit  identiquement  : 


(-3  — «;* 


-\ 1 I  ^ 

{z  —  ay        {z  —  a)"{z  —  a—t)  J 


ou 


^("^')=       ^iJMa'' 


'^T.i  J    (5  — a)*  iT.i  J    [z  —  a)'' 


On  peut  ëciire,  d'après  les  formules  du  n°  114, 

(r)       /(«  +  0  =/(«)  +  t/\a)  +. .  .H-  ^_i^/«-.(a)  +  R.,, 
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le  reste  R/,  ayant  pour  expression 

dz 


^"""  i^îjy^''\z--a)n(z-a-t 


) 


je  <lîs  qu'il  tend  vers  zéro  pour  n  înfîni. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  de  /(z)  sur  la  cir- 
conférence v,  T  le  module  de  ^  :  le  point  z  étant  sur  y,  mod  {z  —  a) 
est  égal  à  R,  mod(z  —  a  —  t)  est  au  moins  égal  à  R  —  t;  et  Ton 
a,  dès  lors  (nMOo,  3"), 

modR„^ —  rj—-^ -ir.îi 


^     RM     /^V 


Le  dernier  membre  a  pour  limite  zéro  pour  n  infini,  car  t  est 
inférieur  à  R,  puisque  le  point  a  -i-  t  est  à  l'intérieur  du  cercle  y. 

La  série  qui  figure  au  second  membre  de  (^),  prolongée  indéfi- 
niment, est  donc  convergente  et  représente  /(a-\-  i),  à  la  seule 
condition  que  le  point  a-\-  t  soit  intérieur  au  cercle.  C'est  Isl  série 
de  Taylor  étendue  par  Cauchy  aux  fonctions  analytiques. 

Eu  posant  z  =  a  -\-  t^  d'où  t  =  z  —  a,  on  peut  écrire  aussi 

développement  valable  à  la  seule  condition  que  le  point  z  soit 
intérieur  au  cercle  de  cenlre  a,  dans  lequel y(5)  est  holomorphe. 
D'ailleurs,  ce  développement,  étant  une  série  de  puissances,  est 
absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  cercle  inté- 
rieur au  précédent. 

119-   La  série  de  Maclaurin  s'oblient  en  faisant  a  =i  o  :  toule 

fonction  f{^)-i  holomorphe   dans    un  cercle  décrit   de   l'origine 

comme   centre,  peut  donc  se  développer  en  série  convergente, 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  pour  toutes  les 

valeurs  de  z  intérieures  à  ce  cercle  : 

/(^)  =/(0)  +  ^/'(O) -4-.  .  .+  iÇ/«(o)  -f-.  .  .. 
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120.  Remarque.  —  D'après  cela,  si  le  poînl  a  est  un  poinl 
ordinaire  (c'est-à-dire  non  critique)  dey*(-3),  on  peut  développer 
y(5)  par  la  formule  (8),  pour  toutes  les  valeurs  de  z  com- 
prises à  l'intérieur  d'un  cercle  (cercle  de  ïaylor)  ajant  pour 
centre  a  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  car,  à  Tintérieur  de  ce  cercle,  f{^z)  n'a  pas  de  poinl 
critique  et  reste  holomorphc.  Sur  le  cercle  même,  il  y  a  doute;  \\\ 
série  peut  n'être  pas  convergente. 

Au  delà  du  cercle,  la  série  est  certainement  divergente  :  car  celle 
série  est  une  série  de  puissances;  si  donc  elle  convergeait  pour  un 
point  M  plus  éloigné  de  a  que  le  point  critique  le  plus  voisin  dr 
la  fonction  f{z)y  elle  convergerait  certainement  à  l'intérieur  de  la 
circonférence  ayant  a  pour  centre  et  passant  par  M,  d'après  les 
propriétés  des  séries  de  puissances  (Tome  I,  n'^'lil,  142).  Ellr 
serait  donc,  toujours  d'après  ces  propriétés  (n*  99),  liolomorphr 
dans  ce  cercle,  ce  qui  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  !<• 
cercle  contient  un  point  critique. 

On  sait  ainsi  fixer  dune  manière  exacte ^  pour  une  fonction 
donnée,  le  rayon  du  cercle  à  l'intérieur  duquel  converge  la  série 
de  Taylor  ou  de  Maclaurin,  et  l'on  voit  que  l'introduction  Ao 
imaginaires  est  indispensable,  puisque  le  point  critique  le  plu> 

voisin  de  a  peut  être  imaginaire.  Par  exemple,  la  fonction  ^/i-l-^ï - 
ne  peut  être  développée  en  série  de  Maclaurin  convergente,  même 
pour  des  valeurs  réelles  de  x^  que  si  vaoàx  reste  inférieur  à  i  : 

les  points  critiques  de  la  fonction  y  i  -f-  z'^  sont  en  effet  -h  «et  —  / 
(n«  100). 

Pour  log(i  +  5),  l'origine  est  un  point  ordinaire,  les  points 
critiques  se  réduisent  au  seul  point  5  =  —  i  :  la  série  de  Maclau- 
rin est  donc  convergente  si  mod^  <  M  de  même  pour  la  fonction 

lasériedeMaclaurinconverfiresimodw<<  --»  car  les  points  cri- 

tiques  de sont  des  pôks,  zéros  de  cos:;,  -  -h  A-n  ('  ). 


(')  Le  quotient  f{z):'^{z)  de  deux  fonctions  analytiques  est  dévcloppabic. 
autour  d'un  point  ordinaire  cr,  en  série  de  Taylor  convergente  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  a,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  ces  points  critiques  du  quoiient  sont  ceux  de/  et  de  ?,  et  aus^i  les 
zéros  de  o. 
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l!21.  Série  de  Laurent.  —  Laurent  a  étendu  la  théorie  précé- 
dente. 

Soity(.3)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  le  pour- 
tour d'une  couronne  circulaire,  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences G  et  c,  de  même  centre  a,  de  rayons  R  et  r.  Désignons 

ig.  y\. 


par  a-h  ^  un  point  de  la  couronne;  si  nous  entourons  ce  point 

d'une  petite  circonférence  A*,  la  fonction  ^  j_     _     sera  holomorphe 

dans  la  région  comprise  entre  les  trois  circonférences,  et  l'on 
aura,  d'après  le  théorème  de  Cauchy  pour  une  région  à  contour 
non  simple  (n®  108), 


fré^.^'-M 


hs  (rois  circonférences  étant  décrites  dans  le  sens  positif.  Or,  en 
vertu  de  la  formule  de  l'intégrale  de  Cauchy  (n°  113), 

Jj^  z  —  a  —  t 

d'où 

iTAna-^t)=^  f-IilL^dz-  f-Ji^dz. 

Sur  la  circonférence  G,  le  module  de  -3  —  a  étant  supérieur  à 
celui  de  ^,  écrivons 

I  ï  /  /"-»  t^ 


z—a  —  t        z—a        {z  —  a)*       ""       {z  —  ay        (z —  ay^z  —  a  — t  )' 

sur  la  circonférence   c,    mod(:?  —  a)    étant    inférieur  à    mod^, 
écrivons 

I        z—(t  (j— «)'»-»  (z-a)" 


z-^a—t        t—(z—a)       t  "^     /'         "*  r*  /"[^  — (5  — ^/fp 
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el  portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  iiiifia.  +  t).  Il  vient  : 

On  voit  aisément  que  les  modules  des  deux  termes  complémen- 
taires, Rrt  et /'„,  ont  pour  limite  zéro,  pour/i  infini  :  soient  en  effet 
M  le  maximum  du  module  àe  f(^z)  sur  la  couronne,  t  le  module 
de  t^  on  a 

►dR„=mod  r/(5), ^ dz<^\(^X^^^' 

Je         \z-ay'{z-a-t)       -      VR/     h--: 


mo< 


mo 


dr,i  =  mod  /  /(z)  — r ; — -7  dz  <  M  (  -  ) 


et  les  seconds  membres  tendent  vers  zéro,  pour  n  infini,  puisque 
/•<T<R. 

On  a  ainsi  développé  2Tzi/(a  -|-  ^),  et,  par  suite,  /{a  +  '),  en 
une  double  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  négatives  de  t,  de  la  forme 

/(a-+-  f)  =  Ao-h  A,^-f-...-l- Art<'*H-..  .-h  --^  -4-. . .-+-  —^  4-. ..; 

les  A  et  B  sont  des  constantes  par  rapport  à  /,  représentées  par 
des  intégrales  définies  : 


B«=^.y/(-)(5-«)'-'rf=. 


(')  Au  lieu  de  prendre,  pour  A„,  :    /    >  on  peut  prendre  ;    /   >  car  la 

2  T,  i  J  ç^  2 1:  i  J  ^ 

fonction  — ^—^r—\  est  holomorphe  dans  la  couronne  circulaire  :  donc  (n*  108) 

/  =  /  .  De  même,  au  lieu  de    /    ou    /  ,  on  peut  prendre    /  ,  a  étant  unecir- 
conférence  concentrique  à  C  et  c,  et  de  rayon  intermédiaire. 
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Ce  développement  est  convergent  si  le  point  («-4-  t)  est  dans 
la  couronne. 
On  peut  écrire  aussi,  en  posant  a-}-  t  =  z,  d'où  t  =  z  —  «, 

1/(5)  =  Ao-t- A,(2  —  a)-f-.. .+  A,|(^  — a)'*-^. . . 
z  —  a  {z  —  a)" 

les  deux  séries  élant  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  5 
l'intérieur  de  la  couronne  :  on  reconnaît,  comme  dans  l'étude  des 
séries  de  puissances  ordinaires,  qu'elles  sont  absolument  conver- 
i^enles  dans  la  couronne,  et  uniformément  convergentes  dans 
toute  couronne  concentrique  et  intérieure  à  la  première. 

12s.  L'application  la  plus  importante  de  la  série  de  Laurent  est 
le  développement  en  série  d'une  fonction y(z)  autour  d'un  point 
singulier  essentiel  isolé  a  :  en  effet,  décrivons  de  a  comme  centre 
un  cercle  C,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique  (ce  qui 
est  possible,  puisque  a  est  un  point  critique  isolé);  soit  c  une 
circonférence  de  centre  «,  intérieure  à  C  et  de  rajon  aussi  petit 
qu'on  veut.  I^a  fonction  /(z)  est  holomorplie  dans  la  couronne 
comprise  entre  les  deux  circonférences,  d'où  le  développement  : 

f(z)  =  \o-h  \i(z  —  a)  -i-  . .  .-h  X„(z  —  a)"-h. . , 

n,  B„ 

H h.. -h  ' h.  .  ., 

z  —  a  {z  —  a  /* 

applicable  à  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans  le  cercle  C, 

le  point  a  excepté. 

i_ 
i!23.   Exemple.  —  La  fonction y( «3)  =  e^'  admet  l'origine  z  =  o 

comme  point  essentiel;  le  rayon  du  cercle  C  est  alors  aussi  grand 

que  l'on  veut,  c'est-à-dire  que   la  série  de  Laurent  est  valable 

dans  tout  le  plan,  le  point  5  =  0  excepté.  On  a  effectivement,  par 

le  développement  classique  de  e", 

1 

—  r  I       I  I         r 

5*  l  .'À  z''  l.Z.  i   z^ 

ce  qui  est  bien  une  série  de  Laurent,  réduite  aux  termes  à  puis- 
sances négatives,  et  qui  converge,  en  vertu  des  propriétés  de  l'ex- 
ponentielle; pour  toute  valeur  de  ^,  sauf  ^  =  o. 
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124.  Série  de  Fourier.  —  C'est  une  transformée  de  celle  de 
Laurent,  dans  le  cas  d\ine  fonction  périodique. 

Soient  tù  =  a -i-bi  une  quantité  quelconque;  A  son  affixe, 
c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  rectangulaires  a  et  b.  Dési- 
gnons par  /{u)  une  fonction  de  ii  holomorphe  dans  la  région 
indéfinie,  R,  comprise  entre  deux  parallèles  quelconques  à  OA,  el 


Fîg.  53, 


supposons  de  plus  que,  dans  cette  région,  /(u)  admelte  la  pé- 
riode (0,  c'est-à-dire  qu'on  aît/'(a-h  co)  =zf(^ii^  :  il  est  clair  que 
les  points  a  et  u-{-  (o  sont  sur  une  même  parallèle  à  OA. 
Posons  maintenant 


e      «*>  = 


c'est-à-dire 


u  =  — ^lOff  J, 
•ht: 


et    cherchons    dans   quelle  région    du  plan   de   la   variable    z 
reste  le  point  5,  lorsque  le  point  u  reste  dans  R. 

Le  long  d'une  parallèle  à  OA,  u  est  évidemment  de  la  forme 

a  =  uq~\-  X(o, 

\  étant  réel  et  variant  de  — oo  à  -f-oo  :  donc,  aux  points  u  de 
cetle  parallèle,  correspondent  les  points  z  donnés  par  l'équation 

et  comme  le  module  du  second  membre  est  indépendant  de  A, 
puisque  le  module  de  e^'^^,  ou  cos2  7câ -h  esin2  7t).,  est  l'unité, 
les  points  z  considérés  sont  sur  une  circonférence  ayant  l'origine 
pour  centre.  Par  suite,  à  la  région  R  du  plan  (?/)  répond,  dans 
le  plan  (s),  une  couronne  circulaire  R' ayant  l'origine  pour  centre. 
Je  dis  maintenant  que /(m),  considérée  comme  fonction  de  c, 

c'est-à-dire  /(— ^log^)?  est  fonction  holomorphe  de  z  dans  la 
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couronne  R'  et  sur  son  pourtour.  En  effet,  ses  seuls  points  cri- 
tiques possibles  dans  R'  sont  (n**  100)  :  i"  les  valeurs  de  z  aux- 
quelles correspondent,  par  u  =  — r^Iog^,  des  valeurs  de  n  cri- 
tiques pour  /(//)  dans  la  région  R,  et  il  n'existe  pas  de  telles 
valeurs,  puisque /(a)  n'a  pas  de  point  critique  dans  R;  2°  les  va- 
leurs de  z  critiques  pour  logr,  c'est-à-dire  ^  =  0,  point  en  dehors 
de  R'.  La  fonction  considérée  admet  donc  comme  point  ordinaire 
tout  point  de  la  couronne  R';  pour  prouver  qu'elle  y  est  holo- 
niorphe,  il  suffit  évidemment  d'établir  qu'elle  y  est  uniforme. 

Or,  en  un  point  ^o  de  R',  \ogz  peut  prendre  une  infinité  de 
valeurs,  différant  entre  elles  de  2kTzi',  les  valeurs  correspondantes 

dey  (— ;— log:;]  sont  comprisesdansia  formule/ f—r-log;;o-i-^w)  5 

et  sont  identiques  entre  elles,  puisque /(«)  admet  la  période  (o. 
La  fonction  considérée  n'ayant  ainsi  qu'une  valeur  pour  une 
valeur  donnée  de  z  est  uniforme,  et,  par  suite,  liolomorphe,  dans 
la  couronne  R',  de  centre  :;  =  o. 

On  peut,  dès  lors,  lui  appliquer,  dans  cette  couronne,  le  déve- 
loppement de  Laurent,  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  : 

{  10)  f  I  — r-  \0"z)  =  Aq-H  Ai  z  -h  AîS'-h.  .  .H ^  H r   -+-..., 

"^   yim     °   J  z         z^ 

série  qui  converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  cou- 
ronne intérieure  à  R'. 

u 

Revenons  mamtenant  de  5  à  w,  par  z^=^  e  ^]  \\  vient,  en  dis- 
posant autrement  les  termes, 

/  .       u  .       Il  . 

(        -.  «.       —tniTZ—  ^      —î/ir 

\    /(w)= -*-B«e  ù>_+_..,^n,e  « 

(1 1)         < 

i  .  .         tlTZ—  .  iniTZ  — 

[  -f-Ao-hAïc       ^       -f-...-i-A„e         «»>-i-..., 

développement   absolument   et    uniformément   convergent   dans 
toute  bande  parallèle  et  intérieure  à  R. 
De  là  cette  conclusion  : 

Une  /onction  de  w,  f{u)^  de  période  w,  liolomorphe  dans  la 
bande  comprise  entre  deux  droites  parallèles  faisant  avec  l*axe 
des  quantités  réelles  un  angle  égal  à  V argument  de  io,  est  dé- 
veloppable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
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H 


tières,  négatives  et  positi^^es,  de  V exponentielle  e  ";  cette 
série  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  toute 
bande  parallèle  et  intérieure  à  la  bande  donnée. 

Pour  (i)=27i,  on  retrouve  évidemment  une  série  de  même 
forme  que  celle  de  Fourier  (Tome  I,  n°  331),  après  substitution 
à  e^'*'"  de  sa  valeur,  cosnu  ±  is\nnu. 


V.  —  APPLICATIONS  DU  DÉVELOPPEMENT  DE  TATLOR. 


12o.  Théorème  de  Liouville.  —  Une  fonction  holomorphe 
dans  tout  le  plan,  et  dont  le  module  reste  constamment  infé- 
rieur à  une  limite  M,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante. 

La  fonction  étant  holomorphe  dans  lout  le  plan,  la  série  de 
Taylor  est  applicable  pour  toute  valeur  de  a  et  de  t\  par  suite  : 

(170  f(^a-^l)r=:/(a)^f/'ia)-\-.,.~^  ^ /«^,t)  4.. . .. 

Décrivons  de  a  comme  centre  un  cercle  de  rayon  arbitraire  R; 
on  a  (n**  116),  puisque  M  est  le  maximum  dans  le  module  def{z) 
dans  tout  le  plan, 

mod/«(a):— i^^p— M, 


quelque  grand  que  soit  R.  Or,  M  étant  fixe,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  tend  vers  zéro  pour  R  infini;  donc  toutes  les 
dérivées  f'(a)y  f'{a)^  . . .  sont  nulles,  et  il  reste,  dans  (12), 

f(a-i-  f)  =f(a).  G.   Q.   F.   D. 

126.  Zéros  d'une  fonction  holomorphe.  —  Soit /(-s)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  une  région  du  plan,  s^annulant  pour  un 
point  a  de  cette  région;  on  a,  par  la  formule  de  Taylor  (8), 

(.3)  f{^)=f{a)-h(z-a)f{a)-^.,,, 

développement  valable  quand  z  est  intérieur  à  un  cercle  y  (cercle 
de  Taylor)  de  centre  a.  Par  hypothèse,  f(a)  est  nul;  supposons 
que/'(a),  f\a)^  .. .,  /'"""' (^)  le  soient  aussi,  et  que/'"(a)  ne  le 
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soiipas;  il  reste 

/(.)=(._«)«.[/^)^(.-„)^;^+...]  =  (.-„)«.o(.), 

^^  ?(ûf),  à  savoir  î^^ — j — >  est  difTérent  de  zéro. 

D'ailleurs,  0(5)  est  une  série  de  puissances  qui  converge  dans  v, 
^2'',  par  hypothèse,  (z  —  a)"*'f{z)  y  converge,   et,  pour  z  =  a^ 
ri-z)  a  une  valeur  finie.  Donc  (n°  99),  ^{z)  est  holoniorphe  à 
^  intérieur  de  v. 

On  dit  que  le  point  a  est  un  zéro  de  la  fonction  y(^),  et  que  m 
^st  Son  degré j  ou  ordre,  de  multiplicité  :  par  ce  qui  précède,  m 
esi  nécessairement  un  entier  positif,  et,  pour. que  a  soit  zéro 
"Ordre  m  d'une  fonction  holomorphe  y(5),  il  faut  et  il  suffit  que 
'  \^J   et  ses  (m  —  i)  premières  dérivées  s'annulent  pour  z  =.  a. 

^-^Gmple.  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  158,  Corollaire  i**)  que 

I  fC    *^»  ^^ 

^^»'os  de  sinr  sont  les  points  z  =  /rTt;  ce  sont  des  zéros  simples, 
^  dérivée,  cosz,  ne  s'y  annule  pas. 

ViTî .  Corollaire.  —  Les  zéros  d'une  fonction  holomorphe  (dans 
\6w  tfegion  où  elle  est  holomorphe)  sont  isolés;  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  entourer  chacun  d'eux  d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  con- 
tenir aucun  autre  zéro. 

Reprenons,  en  effet,  la  fonction /(>3)  et  le  point  a;  soit  £  un 
nombre  positif,  inférieur  à  modo(a)  :  un  tel  nombre  existe, 
puisque  o(a)  n'est  pas  nul.  La  fonction  ©(-3),  étant  holomorphe 
dans  Vj  est  continue  pour  5  =  a,  et  son  module  l'est  aussi  (n®  98); 
on  peut  donc  trouver  un  nombre  p  assez  petit  pour  que,  z  restant 
dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rajon  p,  raod<p(z)  reste  compris 
entre  les  deux  quantités  positives  modçp(a)  —  e  et  modc5(a)  4-  s. 
Dès  lors  modo(;;)  ne  s'annule  pas  dans  ce  cercle,  c'est-à-*dire 
que(p(3)  ne  s'y  annule  pas;  et  comme  on  ^  f{z)  =  (z  — «)'"'f  (^), 
le  cercle  considéré  ne  contient  aucun  autre  zéro  de  /{z)  que  le 
zéro  a  ('  ).  c.   Q.    F.    D. 

(<)  Ce  raisonnement  suppose  9 (a)  différent  de  zéro,  ce  qui  est  toujours  ad- 
missible, à  moins  que  toutes  les  dérivées  de  /{z)  ne  s'annulent  pour  z  =  a.  En 
ce  caSf  /(z)  est  identiquement  nul  dans  le  cercle  y,  en  vertu  de  (i3).  Si  donc  on 
trouve  qu'une  fonction  holomorphe  admet  un  zéro  aussi  voisin   que  l'on  veut 
d'un  zéro  donné  a,  on  en  conclura  qu'elle  est  identiquement  nulle  dans  le  cercle 
de  Taylor  ayant  pour  centre  a. 
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On  en  conclut  que,  dans  une  région  finie  du  plan,  les  zéros 
de  /(s)  sont  en  nombre  limité. 

128.  Zéros  d'une  fonction  méromorphe.  —  Considérons  une 
fonction  f(^z)  méromorphe  dans  une  région  R;  soit  a  un  de  ses 
zéros  dans  R.  On  peut  entourer  a  d'un  cercle  y,  assez  petit  pour 
ne  contenir  aucun  pôle  de  f{z)]  sinon,  il  y  aurait  un  pôle  aussi 
voisin  qu'on  voudrait  de  a^  de  sorte  que  la  fonction  deviendrait 
infinie  en  un  point  aussi  voisin  qu'on  voudrait  d'un  point  où  elle 
s'annule  :  ce  point  serait  dès  lors  un  |)oint  d'indétermination, 
c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel,  cas  exclu,  puisque y(^), 
méromorphe,  n'a,  dans  R,  que  des  pôles. 

Dans  le  cercle  y»  qni  ne  contient  pas  de  pôle,  la  fonction  méro- 
morphe f{z)  est  holomorphe  :  la  série  de  ïa^'lor  s'applique  donc, 
ainsi  que  toutes  les  conclusions  précédentes.  Les  zéros,  situés 
dansR,  delà  fonction  méromorphe  y(^)  sont  donc  d'ordre  entier: 
ces  zéros  sont  isolés,  et  autour  de  l'un  d'eux,  a,  f{z)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (:;  —  a)'"»(5),  o{z)  étant  holomorphe  au 
voisinage  de  a  et  ne  s'annulant  pas  pour  ^  =  a. 

129.  Pôles  d'une  fonction  méromorphe.  —  Les  pôles  d'une 
fonction  méromorphe  dans  la  région  où  elle  est  méromorphe, 
sont  isolés,  car  ce  sont  les  zéros  de  la  fonction  inverse,  qui  est 
méromorphe  dans  la  même  région  (n°  102).  Il  en  résulte  qu'une 
fonction,  méromorphe  dans  une  région  finie  du  plan,  n'a  dans 
cette  région  qu'un  nombre  limité  de  zéros  et  de  pôles. 

Si  f{z)  a  un  pôle  au  point  «,  la  fonction  -j- — ->  par  définition, 

est  holomorphe  dans  un  cercle  y,  décrit  de  a  comme  centre  et 
s'annule  pour  ^  =  «.  Donc,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

=  (5-a)«'J/(-)» 


/(-) 


/i  désignant  un  entier  positif,  et  ^{z)  une  fonction  holomorphe 
dans  le  cercle  y,  ne  s'annulant  pas  pour  ^  =  a. 
On  en  tire 

D'ailleurs  ^{z)  étant  holomorphe  dans  y,  et  ne  s'annulant  pas 


\ 
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P^ï'r  3  =  fl,  j— -  sera  holomorphe  dans  un  cercle  y'?  ^^  cenlre  a, 
•^^*il  pour  rayon  la  distance  du  point  a  au  point  critique  le  plus 
^*n  de  .  >  c'est-à-dire  au  point  critique  de  /(z)  le  plus  voisin 
.  Donc,  par  la  série  de  ïaylor,  on  aura,  dans  ce  cercle  y', 


>^i^ 
^Va 


I 


<^equi  donne 


(/(-')  = 


Ao  Al  A/i— 


1 


au 

L 

les  rt 


(  H-  A„-h  A«^.i(5  — rt)4- 

^'est    le   développement  d^une  /onction   méromorphe  aux 

^^yirons  d'un  pôle,  formule  importante  d'un  fréquent  usage; 

coiïjQie   on  vient  de  le  dire,   elle  est   valable  à  Tinlérieur  d'un 

ercfe  y',  ayant  pour  centre  a  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point 

P^int  critique  le  plus  voisin  de  la  fonction  /(z), 

^'^lier  n  est  dit  degré  (ou  ordre)  de  multiplicité  du  pôle  a; 

pï*emiers  termes  du  développement  (i4)  forment  ce  qu'on 

^^^   la  partie  infinie  du  développement  de /(s)  autour  du 

Vjç\^  ^î  o"  encore  le  dé\feloppement  polaire  de/(-c)  autour  de 

ce  pô^e- 

Remarque,  —  Le  quotient  de  deux  fonctions  f{z)  et  F(3), 
méromorphes  dans  une  région  R,  est  méromorphe  dans  R  :  on  l'a 
élabli  au  n"  102,  en  laissant  de  côté  le  cas  où  f{z)  et  F(;:)  auraient 
un  zéro  ou  un  pôle  commun,  a.  Mais,  dans  cette  dernière  liypo- 
ihèse,  en  vertu  des  relations 

f{z)  =  (z-ar*r^{z),         ¥{z)  =  {z--aY^{z), 

si  a  est  un  zéro  de  f  el  de  F,  ce  sera  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
pour  le  quotient /(js)  :  F(3),  selon  que  /w>/i,  ou  m<Cn.  Même 
conclusion  pour  un  pôle  commun.  La  proposition  en  question  est 
donc  générale. 

130.  Résidu.  —  Parmi  les  coeflicients  des  termes  en  : r? 

dans  le  développement  polaire  de  /(z),  celui  de     _    >  que  nous 
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avons  désigné  par  A„_i,  joue  un  rôle  spécial  :  il  a  reçu  de  Cauchj 
Je  nom  de  résidu  de  f{z)  relatif  au  pôle  a. 

Si  a  est  UD  point  essentiel  de  f{z)j  on  nomme  aussi  résidu  le 

coefficient  de  ^ dans  le  développement  de  /(^)  autour  de  a, 

par  la  formule  de  Laurent. 

13i.  Remarque  I.  —  Le  développement  (i4)  àt  J {z)  est  va- 
lable dans  le  cercle  y',  c'est-à-dire  que  la  série  de  puissances 

converge  dans  ce  cercle  :  dès  lors  on  peut  écrire 

^{z)y  c'est-à-dire  la  série  de  puissances  ci-dessus,  étant  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z  dans  le  cercle  y'  (n°  99). 

La  dérivée  de  la  série  de  puissances  ^p (5)  est  la  série  des  dérivées 
des  termes,  la  nouvelle  série  ayant  encore  le  même  cercle  de  con- 
vergence (Tome  I,  n"*  14S  et  143);  on  a  donc 

1  —  1  Ao  A„_i 

c'est-à-dire  qu'on  obtient  la  dérivée  du  développement  (14 )  en 
dérivant  séparément  chaque  terme.  Le  nouveau  développement 
est  valable  dans  le  même  cercle  que  l'ancien. 

La  relation  (16)  montre  qu'un  pôle  d'ordre  n  de  /{z)  est  pôle 
p'ordre  (/î-h  1)  de  /'(2),  et  d'ordre  n-i-p  de  f^P^{z). 

132.  Remarque  II.  —  La  dérivée  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  est  holomorphe  dans  la  même  région  (n*»  115); 
sous  une  autre  forme,  la  dérivée  d'une  fonction  de  Zy  f{z)j  qui  a 
un  nombre  limité  de  points  critiques  dans  une  région,  ne  peut 
admettre  d'autres  points  critiques  que  ceux  de  la  fonction.  En 
particulier,  si  f{z)  est  méromorphe  dans  une  région  R,  sa  dérivée 
f'{z)  ne  peut  avoir,  daus  R,  d'autres  points  critiques  que  les 
pôles  de/(^);  d'après  ce  qui  précède,  ces  pôles  sont  aussi  des 
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pôles  de  /^(^)t  qui,  dès  lors,  est  méromorphe  dans  R.  Donc  : 

La  dérivée  d^iine  fonction  f{z)^  méromorphe  dans  une 
région,  est  méromorphe  dans  la  même  région;  ses  pôles  sont 
ceux  de  f{z)\  un  pôle  d'ordre  n  de  f{z)  est  d'ordre  (/i-Hi) 
pourf\z). 

133.  Le  développement  d'une  fonction  y*(5),  autour  d'un  point 
ordinaire  ou  d'un  pôle  a,  suivant  les  puissances  croissantes 
<le  [z  —  a),  est  unique. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  point  ordinaire  a,  et  suppo- 
sons qu'on  ait,  d'une  manière  quelconque,  mis  fl^z)  sous  la  forme  : 

^{z)  ne  devenant  pas  infini  pour  z=z  a.  En  vertu  même  de  celle 
<!'quatîon,  la  fonction  R(3),  c'est-à-dire 


(  z  —  a  y 


est  méromorphe  autour  de  a  :  mais  comme  elle  reste  finie  pour  ^  =  ^5, 
<eest  pour  elle  un  point  ordinaire  (n®  129,  Remarque)]  aucune 
de  ses  dérivées  ne  devient  donc  infinie  pour  z=:a.  Alors,  en 
faisant  z  =^  a  dans  (17)  et  dans  les  relations  qu'on  obtient  en  pre- 
nant les  dérivées  successives  des  deux  membres  par  rapport  à  3, 
jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclus,  il  vient 

A,  =  /.».      A,  =  /7«).      A.=  =Çf',      ....      X^_,^-I1^^, 

-ce  qui  montre  que  A©,   .  .  .,  A,|_|   sont  les  coefficients  ordinaires 
de  la  série  de  Taylor  autour  du  point  a, 

La  même  conclusion  s'applique  dans  le  cas  où  a  est  un  pôle 
d'ordre  /n  ;  il  suffit  alors  de  considérer  la  fonction  {z  —  a)^  f(^z)y 
qui  est  holomorphe  autour  de  a. 

Corollaires,  —  i**  Soient  f{z)  el  o{z)  deux  fonctions  holo- 
morphes  autour  du  point  a,  et  supposons  d'abord  ?(«)<o.  11 
résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  obtenir  le  développement 
Caylorîen  du  quotient  f{z)  l^[z)^  jusqu'au  terme  en  {z  —  a)"~' 
inclus,  oa  n'aura  qu'à  diviser  l'un  par  l'autre  (suivant  les  puissances 
H.  —  II.  10 
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croissantes  de  -s  —  a)  les  développemenls  : 


réduîls  à  leurs  n  premiers  termes  :  les  n  premiers  termes  du  quo- 
tient seront  aussi  ceux  du  développement  taylorien  cherché,  car 
la  division  indiquée  conduit,  pour  /(z)l'^(z)j  à  une  relation  de 
la  forme  (17). 

2**  Si  a  est  pôle  d'ordre  m  de  o(z)^  pour  obtenir  le  dévelop- 
pement polaire,  autour  du  point  a,  de  la  fonction  /{z)lo{z)^ 
on  divisera  encore  l'un  par  l'autre  les  développemenls  tajloriens 
(le/(z)  et  'f  (5),  réduits  à  leurs  m  premiers  termes,  en  ordonnant 
la  division  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —  «  :  les  m  pre- 
miers termes  du  quotient  donneront  l'expression  cherchée. 

Usera  plus  simple,  afin  d'abréger  l'écriture,  de  posera  —  a=t^ 
et  de  développer  suivant  les  puissances  de  t. 

3°  Si  a  est  zéro  simple  de  'f  (2),  le  résidu  de  /{z)  l  o(z)  autour 
du  pôle  a  sera,  d'après  cela,  égal  à  /{a)  l  ç'(^),  résultat  à  retenir. 

134.  Théorème  des  résidus.  —  Soit  /{z)  une  fonction  méro- 
morphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  Ar;  désignons  par 
a,  a',  ...,  ceux  de  ses  pôles  intérieurs  à  A*,  et  entourons-les  de  petits 
cercles  y,  y,  ...  {^g-  5ti),  la  fonction  /(z)  étant  holomorphe 

Fig.  56. 


dans  la  région  à  contour  non  simple  comprise  entre  k  et  les  cir- 
conférences y,  y',  ...,  on  aura,  d'après  le  théorème  de  Gaucliv 
étendu  (n«  108), 


%J  If  «.'y  %J  y 
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tous  les  contours  étant  décrits  dans  le  même  sens,  que  nous  sup- 
poserons le  sens  positif. 

Or,  au  voisinage  du  pôle  a(n®  131),  on  a 

f(z)=   ^ h  ...  H ho(z)j 

•^  ^    ^       (z  —  a)"  z  —a 

^{z)  étant  holomorphe  autour  du  point  a;  par  suite 

L'intégrale    /  o{z)  dz  cs,l  nulle,  puisque  cp(:;)  est  holomorphe 

dans  le  cercle  y;  d'ailleurs  (n**  IH)  pour/?>  i, 

r  _fiz r       r  il 

J^  (z—a)i>"      p  —  \  [(3  — «)/'-!  I' 

et  comme  le  second  reprend  la  même  valeur  quand  on  revient  au 
point  de  départ  de  Pintégralion,  puisque  p  est  entier,  l'intégrale 
est  nulle.  Pour  /?  =  i,  on  a  (n®  112) 


/•    dz 

/    z :  =27rf, 


le  contour  y  étant  décrit  dans  le  sens  positif. 
11  reste  donc,  dans  (i), 

/    f{z)dz~').T.iXn-\'> 

•-   V 

et,  par  suite, 

/   f{z)dz  =  'lTd{\n-\'^  A'n'-\-^.'.), 

^n-ij    A^.__i,    ...    étant  les  résidus    de   /(z)  relatifs  aux  pôles 
a,  a\ 


Donc  : 

U intégrale  d^ une  fonction  méromorphe,  prise  dans  le  sens 
positif  le  long  d'un  contour  simple  /r,  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction,  relatifs  aux  pôles  situés  à  V in- 
térieur du  contour,  multipliée  par  iTzi. 
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Un  théorème  analogue  s*applique  si  la  fonction  a  des  points 
ossentielâ  isolés  à  rintérieiir  du  contour. 

135.  Théorème  de  Cauchy  sur  les  zéros  et  les  pôles.  —  Soit  /(2) 
une  fonction  méromorphe  à  Tintérieur  d'un  contour  simple  k; 
désignons  par  y  (^)  sa  dérivée  qui  est  également  méromorphe  dans 
cette  région  (n°  132),  et  par  o{z)  une  fonction  holomorphe  à 
rintérieur  de  k  et  sur  A*.  L'intégrale 

prise   dans  le  sens  positif,  est  égale,   d'après  le   théorème   des 

f'(z) 
résidus,  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  •\.,    /o(^),  relatifs 
'  /(^)  *  ^    ^ 

aux  pôles  situés  à  l'intérieur  du  contour.  Cette  fonction  ne  peut 
devenir  infînie  que  pour  les  zéros  de  son  dénominateur  /{z),  ou 
pour  les  pôles  de  son  numérateur /''(5)  cp( 5). 

Or  <f{z)^  par  hypoth:^se,  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  con- 
tour k  (et  sur  ce  contour),  et  n'a  dès  lors  pas  de  pôle  dans  k] 

(|uant  aux  pôles  de  /' (z)  ce  sont  uniquement  les  pôles  de  /{z) 

f'(z) 
(n^  132).  Donc  finalement  les  pôles  cherchés  de    f)^^  'f{^)  ^^ 

peuvent  être  que  les  zéros  et  les  pôles  de  f{z)^  situés  à  l'intérieur 
(lu  contour. 

Soit  a  l'un  d'eux;  on  a,  au  voisinage  de  a  (n"*  126 et  128), 

•i(;;)  n'étant  ni  nulle  ni  infinie  pour  5  =  a,  et  étant  holomorphe 
ciutour  de  ce  point;  m  désigne  un  entier,  positif  si  a  est  iinjzéro 
de  f{z)^    négatif  si  c^est   un  pôle.    Cherchons   le    résidu    de 

'lj^r^{z)çoMvz=a. 

On  a,  en  dérivant  logarithmiquement  la  relation  précédente, 

/^(_£2  ^      m      _^  ^'(z) 
f{z)        z  —  a        ^{z) 

et 

Le    second   terme    du   dernier  membre  est  fini  pour  5  =  a. 
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puisque  ^{z)^  et  par  suite  ^'(2),  est  holomorphe  aulour  du  point  a^ 
et  que  J^(a)  n'est  pas  nul;  le  résidu  du  premier  membre,  relatif 

au  pôle  a,  est  donc  le  même  que  celui  de 'f  (^)>  ^S^^  évidem- 
ment à  m  ©(a).  Donc  enfin,  on  obtient  la  formule  de  Cauchj  : 

ttijtta,  ...  étant  les  zéros;  p<,  p2>  •••   les  pôles  de /(z)^  inté- 
rieurs au  contour  k.  Dans  la  somme  ^cp(a),  chaque  zéro  figure 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité,  et 
de  même  pour  les  pôles.  Cette  formule  donne  donc  la  différence 

des  deux  sommes  \]  «(s)  étendues  respectivement  aux  zéros  cl 

aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe,  situés  à  l'intérieur  d'un 
contour  donné. 

Corollaire.  —  Si  '^(c)=  i,  on  aura  la  formule 


z:^)..=M-x. 


M  étant  le  nombre  des  zéros  de  f{z),  N  celui  des  pôles  intérieurs 
à  A",  chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  ordre  de  multipliciié(*). 


(^)  Si  la  fonction  holomorphe  f{z)  admet  a  comme  zéro  d'ordre  m,  on  pcni 
entourer  a  d'une  petite  circonférence  fi  ne  contenant  pas  d'autre  zéro  de/(.c). 

La  fonction  de  m,  6(m)  = -.    /     .^  \ — —  dz,  où  u  désigne  un  paramètre,  esi 

2TZI  J^  J\Z)  —  u 

continue  pour  k  =  o  :  car  on  voit,  comme  au  n*  114,  que  ^a  dérivée  par  rapport 
à  «,  pour  M  =  o,  est  l'expression  r    /    7j7~v  û^-*»  quantité  finie  et  déterminée, 

puisque  f^z^  n'a,  sur  v,  ni  zéro,  ni  pôle.  Faisons  maintenant  varier  u  infiniment 
peu,  à  partir  de  zéro  :  Ja  fonction  0(u)  a  toujours  pour  valeur  un  nombre  entier 
(Corollaire  du  n*  135),  égal  au  nombre  des  zéros  de  f{z) —  u  intérieurs  à  y,  <l 
O(o]est  égal  à  m,  en  vertu  de  l'hypothèse  initiale.  Comme  6(2/}  est  fonction  con- 
tinue de  u  pour  a  =  o,  il  résulte  de  là  que,  pour  u  assez  petit,  6({<)  est  néces- 
sairement égal  à  m.  En  d'autres  termes,  si  a  est  zéro  d'ordre  m  de/(2),  on  peut 
prendre  u  assez  petit  pour  que  Téquation  /(2)  —  u  =  o  ait  m  racines  à  rintérieur 
de  Y,  c'est-à-dire  m  racines  voisines  de  a.  C'est  la  propriété  sur  laquelle  on  s'cî>i 
appuyé  au  n*  341  du  Tome  I,  page  345. 
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Si/(z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  A",  le  nombre  N  est  nul, 
et  il  resie 


2TZI  J.     JiZ) 


VI.  —  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  FONCTIONS  UNIFORMES. 


136.  Fonctions  entières.  —  On  nomme  fonction  entière  une 
fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Exemples  :  les  polynômes 
entiers  en  z^  les  fonctions  e*^  sin^,  cosz. 

Une  fonction  entière  est  développabie  par  la  série  de  Taylor 
ou  de  Maclaurin  dans  toute  l'étendue  du  plan,  puisqu'elle  est 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  quelconque. 

I**  Une  fonction  entière,  f{z)^  pour  laquelle  le  point  à  Vin- 
fini  (n®  103)  est  un  point  ordinaire,  se  réduit  à  une  constante. 

Car  si  l'on  pose  z=.  ->  l'hypothèse  est  que  fi-)  est  une  fonc- 

lion  holomorphe  de  w  à  l'intérieur  d'un  cercle,  C,  de  centre  1/  =  o, 
daus  le  plan  {u)  :  son  module  admet  donc,  dans  ce  cercle,  un 

maximum  M'.  Or,  lorsque  u  reste  à  l'intérieur  de  C,  le  point  z  =  - 

reste,  dans  le  plan  de  la  variable  z^  à  Vexlérieur  d'un  cercle,  G, 
dont  le  rayon  est  l'inverse  du  rayon  de  C,  de  sorte  que  le  module 
de/(z),  en  dehors  du  cercle  G,  est  au  plus  égal  à  M.  La  fonc- 
tion/'(^)  étant  holomorphe  dans  G,  son  module  admet  également, 
dans  ce  cercle  et  sur  ce  cercle,  un  maximum  M';  et,  par  suite, 
dans  tout  le  plan,  m.oAf[z)  est  au  plus  égal  au  plus  grand  des 
nombres  M  et  M'.  Donc,  par  le  théorème  de  Liou ville  (n**  12o), 
f{z)  se  réduit  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

a*  Une  fonction  entière  f{z),  pour  laquelle  le  point  à  lUn- 
fini  est  un  pôle  d^ ordre  /?,  est  un  polynôme  entier  de  degré  p. 


Gar,  par  hypothèse,  /(  -  )  est  de  la  forme  : 


^^0    .  .    A^_, 


uP  u 


?(")- 
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f'O  admettant  le  point  u  =  o  comme  point  ordinaire;  donc 


/(5)  =  Ao-/'4-. .  .-H  A,,_,5  4- 9  Q  j 


^^J^J  élant  une  fonction  de  z  pour  laquelle  le  point  à  l'infini  est 

^^5^  ^îre.  D'ailleurs,  cette  fonction,  différence  de  la  fonction  en- 
C  /(z)  et  du  polynôme  Aq^^'-I-.  . .-+-  A^_i  3,  est  entière;  elle 
se  réduit  par  suite  (i**)  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

3"  Une  fonction  f(z)^  méromorphe  dans  tout  le  plan,  et 
pour  laquelle  le  point  à  V infini  est  un  point  ordinaire  ou  un 
pôle,  est  une  fonction  rationnelle. 

Observons  d'abord  que  les  pôles  de  f{z)  dans  le  plan  sont  en 
nombre  limité.  En  effet,  ils  sont  isolés  (n**  129)  et,  par  suite 
(ibid.),  sont  en  nombre  limité  à  l'intérieur  d'un  cercle  C,  de 
centre  ;;=  o,  et  de  rayon  R  aussi  grand  qu'on  veut  :  ils  ne  pour- 
raient donc  être  en  nombre  illimité  dans  le  plan  que  s'il  y  en 
avait  une  infinité  à  Vextérieur  de  C.  Mais  alors  la  fonction  de  u^ 

/(- J,  aurait  une  infinité  de  pôles  à   Vintérieur  du  cercle  de 

centre  i/  =  o  et  de  rayon   -s    aussi  petit  qu'on  voudrait,  ce  qui  est 

absurde,  puisque,  par  hypothèse,  le  point  u  =  o  est  ordinaire  ou 
pôle  (isolé)  de  cette  fonction. 

Soient  alors  ai,  ^2,  . . . ,  a^  les  pôles  de/(5);  on  pourra  poser 
(n**  129),  en  mettant  en  évidence  le  développement  polaire  de 
f{z)  autour  de  «,, 

(  Z)= h.  .  .H h  CPi(c    , 

(.5  —  ai)'"  Z  —  Cly  '*  ' 

^i{z)  étant,  en  vertu  de  cette  équation,  une  fonction  de  même 
nature  quey(5),  mais  n'admettant  plus  a^  comme  pôle.  De  même 

el  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les  q  pôles.  La  fonc- 
tion ^{z)  restante  est  entière,  puisqu'elle  n'a  plus  de  pôle  à  dis- 
lance finie;  de  plus,  pour  elle  comme  poury(5),  le  point  à  Tinfini 
est  évidemment  point  ordinaire  ou  pôle,  c'est-à-dire  (i°  et  2°) 
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qu'elle  se  réduit  à  un  polynôme  enlier;  f{^)  esl  donc  la  sommo 
d'un  nombre  limité  de  fractions  simples  et  d'un  poljnome  enlier. 

c.   Q.   F.    n. 

137.  Corollaires. —  i"  Une  fonction  entière  f{z)^  autre  qiCun 
polynôme  entier j  admet  le  point  à  V infini  comme  point  es- 
sentiel. 

Car,  en  vertu  du  numéro  précédent  (i"  et  a"),  le  point  u  =:  o 
ne  saurait  être  ni  ordinaire  ni  pôle  pour/f  — j;  c'est  donc  un 

point  essentiel,  puisque  d'ailleurs  /{  -  )  est  fonction  holomorphe 

de  u  entre  deux  cercles  quelconques  ayant  ce  point  pour  centre 
(n«100,  3«). 

Même  énoncé  pour  une  fonction  méromorphe,  dans  tout  le  plan, 
autre  qu'une  fraction  rationnelle. 

2**  Un  polynôme  entier  d*  ordre  /w,  f{z)^  a  m  racines  {Théo- 
rème de  d^Alembert).  il  suffit  d'établir  qu'il  en  a  une.  Or  i:/(z) 
est  une  fonction  méromorphe  dans  tout  1-e  plan,  dont  les  pôles 
sont  les  zéros  ou  racines  de /(s),  et  pour  laquelle  le  pointa  l'infini 
est  ordinaire.  Si  donc  /{z)  n'avait  pas  de  racine,  i  '-/{z)  serait 
une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion entière,  admettant  le  point  à  l'infini  comme  point  ordinaire, 
par  suite  (n°  136,  i°)une  constante.  Pour  échapper  à  celte  conclu- 
sion absurde,  il  faut  admettre  que  /(z)  a  au  moins  une  racine. 

3°  Si  une  fonction  entière,  f{z)^  est  sans  zéros  dans  le  plan, 
log/(w)  n'a  pas  (n°100)  de  point  critique  à  distance  finie;  c'est 
donc  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan,  c'esl-à-dire  une 
fonction  entière,  G{z)^  et  l'on  a 

Telle  esl  la  forme  des  fonctions  entières  sans  zéros.  Ainsi  e^  n'a 
pas  de  zéros  à  dislance  finie  (T.  I,  n°  158,  Corollaire  a®). 

138.  Développement  d'une  fonction  méromorphe  dans  tout  le 
plan.  —  Soit/(>3)  une  telle  fonction;  si  ses  pôles  ai,  «2,  ...,  a^ 
sont  en  nombre  limité,  on  voit,  comme  au  n°  136,  3%  qu'elle 
est  la  somme  d'une  fraction  rationnelle  et  d'une  fonction  entière. 


CHAPITRE   1.    —   THÉORIE   DES   FONCTIONS  ANALYTIQUES.  l53 

i-a  fraction  rationnelle  est  la  somme  des  parties  infinies  des  déve- 
loppements de/{z)  autour  des  pôles  a,,  . . .,  aq. 

^i  les  pôles  ai,  a^j  ...  sont  en  nombre  infini,  la  somme  des 
parties  infinies  des  développements  correspondants  peut  former 
"ne  série,  S(-s),  convergente  en  tout  point  du  plan  autre  qu'un 
pôle;  si,  de  plus,  S{z)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  esl 
(-■iair  que  la  différence^ /( 5) —  S(-s),  qui  reste  évidemment  finie 
pour  ^  =aij  a^i  ...,  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  C'est 
^^^  Une  fonction  entière,  G(5),  et  Ton  a 

/(x;)=S(^)H-G(^). 

'^^rnples,  —  i**  Supposons  les  pôles  «»,  «a,  ...  simples,  et 
^idus  correspondants,  Aj,  A2,  . .  .,  inférieurs,  en  module,  à 
"""^mbreM. 

^^   série ^ — >  dont  les  termes  sont  rangés  dans  un  ordre 

^u^VtiQ^Yique,  est  absolument  convergente  (*),  je  dis  que  la  série 
^Ottï^^®  par  la  somme  des  développements  polaires, 

iz)  — 1 h.. . , 

converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  région  finie,  R, 
du  plan,  qui  ne  comprend  aucun  des  pôles  :  le  module  du  tcrm(^ 
général  est  en  effet  (à  partir  d'une  valeur  assez  grande  du  rang) 

inférieur  à  la  quantité  — t ^^  3  désisrnant  le   maximum  du 

^  mod  an—  0  ^ 

module  de  z  dans  R.  Or  celte  quantité  est  le  terme  général  d'une 
série  numérique,  à  termes  positifs,  qui  converge,  puisque,  par 

hypothèse,  ^  — -i —  converge;  on  en  conclut  que  la  série  S(^) 

converge  uniformément  et  absolument  (Tome  I,  n°  166)  dans  II 
et  sur  le  contour  de  R;  par  suite  (n°  H7),  S(;;)  est  une  fonction 
holomorphe  dans  R,  et  évidemment  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  puisqu'elle  n'a  comme  points  singuliers  à  distance  finie  que 
ies^d/e5  simples  ^i,  ^2,  . . . ,  d'après  son  expression  même. 
On  a  donc,  dans  ce  cas,  G[z)  désignant  une  fonction  entière, 

/(;;)=  -J^  ^ -^1-  -i-.  ..+ G(5). 
•^       '       Z  —  ai       z  —  ai  ' 

(')  En  vertu  de  celte  hypothèse,  moda„  tend  vers  00  pour  n  infini.  Foi/*  aussi, 
à  ce  sujet,  le  n«  139. 
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2®  Les  condilions  étant  les  mêmes  que  dans  l'exemple  précé- 
dent,  supposons  que  la  série  2.  —  ^^  soit  pas  absolument  conver- 

gente,  mais  que  la  série  \^  (  —  j    le  soit,  en  désignant  par  q  un 

entier  positif. 

On  a  identiquement 

I                  /    I               Z                          27-î\                             57-» 
(I) f-  ( i 7-h...-l ——]=: — —- .. 

Z  —  Ui        \ai        al  a{  w  «(   K^  —  ^i) 

Considérons  alors  la  série 

.         S(-3)=         A,(  ! H  —  -f-  -^  -i-...-}-  =^) 

\z  —  ai        ai        a]  ^{     / 

/       I  I     ,  zi-i\ 

-T-  \i  I 1 î-  .  .  .  H ^7:77  j  -h ...  ; 

\^  —  ai        ai  a\   v 

je  dis  encore  qu'elle  converge  absolument  et  uniformément  dans 
la  région  R  définie  plus  haut.  En  effet,  d'après  (1),  le  module  du 
terme  général  est  inférieur,  à  partir  d'une  valeur  suffisante  de  /i, 
à  la  quantité 

MeÎ7-i 

IIK 


-s r  » 

' ;i — ) 


(|ui  est  évidemment  le  terme  général  d'une  série  absolument  con~ 
vergente,  en  vertu  de  l'hypothèse. 

La  série  8(2)  est  donc  encore  (i®)  holomorphe  dans  R,  et  méro— 
niorphe  dans  tout  le  plan;  et  Ton  a,  puisque  f{z)  —  8(2)  reste 
Hni  pour  tous  les  pôles  a/;, 

(•2)  /(^)  =  S(5)-^G(5), 

G(^)  étant  une  fonction  entière. 

Remarque,  —  La  formule  (i)  suppose  «i^o.  Si /(s)  admet  le 
pôle  .3  =  0,  on  formera  S(s)  sans  se  préoccuper  de  ce  pôle,  et  l'on 
iijoutera,  à  la  série  obtenue,  la  partie  inGnie  du  développement 
de  f{z)  autour  du  pôle  z=.o\  8(5)  désignant  celte  nouvelle 
somme,  la  formule  (2)  subsistera  évidemment. 

Application,  —  La  fonction  cot^,  ou  -: —  >  méromorphe  dans 
tout  le  plan,  a  comme  pôles  simples  les  points  ^  = /itc,   zéros 
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simples   de   sio^.    Les  résidus   correspondants  sont  tous   égaux 
à  -h  1,  d'après  la  formule  f{a)  :  cp'(a)  du  n**  133  (Corollaire  3®). 

Or  la  série  V  —  diverge,  mais^f  — ]   converge;  on  a  donc  ici 


^  Jmà  \z  —  mz       nr.  J 


I 

—  > 


n 


n  prenant  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  -j-  oo,  sauf  zéro;  d'où 
<  3  )  cot;5  =  -  -+- V  ( '- H  —  )  H-  G(^). 


n 


La  série  étant  absolument  convergente,  on  peut  grouper  les  termes 
qui  répondent  à -4-  /i  et  à  —  /?,  ce  qui  donne 

n  variant  de  +  i  à  +  oo. 

Nous  verrons  par  une  autre  méthode  (n**  148),  que  G  (5)  est  nul. 

139.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  —  Nous  allons  établir 
inaintenant  que,  dans  tous  les  cas,  on  peut  représenter  une  fonc- 
tion/(^),  méromorphe  dans  tout  le  plan,  par  une  série  d'éléments 
fractionnaires  simples,  plus  une  fonction  entière. 

Soient  toujours  ai,  ^2,  ...  les  pôles,  en  nombre  infini,  de  y(>3); 
rangeons-les  par  ordre  de  modules  croissants,  l'ordre  de  ceux  qui 
peuvent  avoir  un  même  module  étant  arbitraire  ;  nxoAan  tend  vers 
l'infini  avec  /z,  car,  dans  une  région  finie,  les  pôles  d'une  fonction 
méromorphe  sont  en  nombre  limité. 

Désignons  par  R/i(5)  la  partie  infinie  du  développement  de  /(^) 
autour  du  pôle  anj  et  supposons  (ju'aucun  des  an  ne  soit  égal  à 
zéro. 

Développons  l^.n{z)  en  série  de  Maclaurio,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  :  ce  développement  est  légitime,  puisque 
Ra(^),  fraction  rationnelle  n'admettant  que  le  pôle  a/i,  est  holo- 
inorphe  autour  de  l'origine;  il  est  uniformément  convergent  dans 
un  cercle,  qui  a  pour  centre  l'origine  et  pour  rajon  une  longueur 

inférieure  à  mpda/i,  égale  par  exemple  à  -moda/|.   Soit  Pv('S)   1^ 
somme  des  v  premiers  termes  du  développement;  Py  est  un  polj- 
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nome  d'ordre  v  —  i  en  :;  :  on  pourra  toujours  prendre  v  assez  grand, 
en  raison  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  de  Maclaurin  dans 
le  cercle  considéré,  pour  qu'on  ait 

(■))       mocl[R„(;;)  ~  Pv(5)]  < --*  lorsque  mod^  <- modflf,,. 

Considérons  alors  la  série 

n 

je  dis  qu'elle  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans 
toute  région  R  du  plan  ne  renfermant  aucun  des  pôles  ai,  ao,  .... 
Soit  en  effet  8  le  maximum  du  module  de  z  dans  R  ;  dès  que  n  est 

pris  assez  grand  pour  que  -  moda,,  (qui  croît  indéfiniment  avec  /i) 

reste  supérieur  à  û,  le  module  du  terme  correspondant  de  S(^) 

reste,  en  vertu  de  (5),  inférieur  à  —  >  terme  général  positif  d'une 

série  numérique  convergenle. 

On  en  conclut,  comme  au  numéro  précédent  (i"),  que  S{z)  est 
holomorphe  dans  R,  donc  méromorphe  dans  tout  le  plan;  et,  par 
suile,  on  a  encore 

G(z)  désignant  une  fonction  entière.  « 

Si  Tune  des  quantités  an  est  nulle,  il  suffira  d'ajouler  à  S(z)  la 
partie  infinie  du  développement  de  /{z)  autour  du  pôle  5  =  0,  et 
la  formule  subsistera. 

Ainsi  :  On  peut  toujours  former  une  /onction  8(3),  définie 
par  une  série  et  méromorphe  dans  tout  le  plan,  ne  possédant 
pas  d^ autres  pôles  que  ceux  d^ une  fonction  donnée  méro- 
morphe dans  le  plan,  f{z)^  et  admettant,  autour  de  chaque 
pôle,  le  même  développement  polaire  que  f(z).  La  différence 
f{z)  —  S(3)  est  une  fonction  entière, 

110.  Théorème  de  "Weierstrass.  —  Si  deux  fonctions,  holo- 
morphes  autour  d'un  point  a,  admettent  toutes  deux  ce  poinl 
comme  zéro  d'un  même  ordre  m,  leur  quotient  est  holomorphe 
autour  de  a  (n"  129,  Remarque).  11  en  résulte  que  le  quotient 
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de  deux  fonctions  entières,  qui  admettent  les  mêmes  zéros,  avec 
les  mêmes  ordres  respectifs  de  multiplicité,  est  une  fonction 
entière  sans  zéros,  c'est-à-dire  (n"  137,  3")  une  exponentielle  e^^", 
G(-3)  désignant  une  fonction  entière. 

Cela  posé,  so'il  /(z)  une  fonction  entière;  si  ses  zéros  sont  en 
nombre  fini,  ai,  as,  •  • .,  ciç,  avec  les  ordres  ai,  • . .,  a^,  le  pro- 
duit (^ —  ai)*i(3  —  a2)^*».'{z  —  ^q)^i  admet  les  mêmes  zéros, 
avec  les  mêmes  ordres,  et  Ton  a 

A=.=«-(-ir(-A)^-(-r,r- 

Si  les  zéros  de  /(z)  sont  en  nombre  infini  «i ,  «2»  •  •  •  »  avec  les 

f'(z) 
ordres  a,,  aj,   . . . ,  la  fonction  *  -        est  méromorphe  dans  tout  le 

plan  :  ses  pôles  sont(n**  13o)  les  points  «i,  «2»  •••î  cbacun  d'eux 
est  pôle  simple,  et  le  résidu  correspondant  au  pôle  «,,  est  a,^  (ibid,). 

f'(z) 
Supposons  qu'aucun  des  «/i  ne  soit  nul,  et  appliquons  à  •^^  ^ 

le  théorème  de  M.  Millag-Leffler.  Il  vient 

n 

Le  polvnome  Pv(3)  est  formé  par  les  v  premiers  termes  du  déve- 
loppement de —  en  série  de  Maclaurin;  donc 

V  étant  choisi  comme  le  veut  la  méthode  du  n®  139.  Intégrons 
maintenant,  entre  o  et  :;,  les  deux  membres  de  (6),  et  observons 

que  la  série  ^,  en  raison  de  sa  convergence  uniforme,  peut  être 

n 

intégrée  terme  à  terme;  nous  obtenons  la  relation  : 

D'ailleurs  /     G{z)dZj  intégrale  d'une  fonction  liolomorplie  dans 

le  plan,  y  est  également  holomorphe,  c'est-à-dire  est  entière;  nous 
trouvons  alors,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres,  l'ex- 
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pression  de  f{s)  sous  forme  de  produit  infini  : 


'9) 


/(.)  =  e«MfJ(.-£)''/"(-"''&"-"-^), 


n 


H(3)  désignant  une  fonclion  entière  (*). 

Telle  est,  diaprés  Weierstrass,  l'expression  de  toute  fonction 
entière  y(-3);  le  produit  infini  converge  quel  que  soit  5,  puisque 
l'équalion  (6),  dont  on  est  parti,  est  valable  dans  tout  le  plan  :  ce 
ihéorème  a  précédé  celui  de  M.  Mittag-Leffler,  dont  nous  avons 
trouvé  plus  commode  ici  de  le  déduire. 

Si /(s)  admet  comme  zéro  d'ordre  m  le  point  j  ==  o,  on  n'aura 
qu'à  multiplier  par  z"^  le  second  membre  de  (9). 

141.  Exemple.  —  Soit  ^(3)  =  sins;  on  a  (n"  138)  : 

j{z)  Z         Jmd   \Z  —  UT,  HT.  / 

d'où  Ton  lire,  par  la  méthode  précédente, 

n 

n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  4-  oc,  sauf  zéro. 
De  la  relation  (n*»  138)  : 

col  5  =  -  -H    >  -^ rzi  H-  "  (  -  )j         (  /i  =  1 ,  2,  . . . ,  «  ), 

z  Jmtà  Z    —  /t    iw 

on  tirerait  de  même 


n 


n  prenant  les  valeurs  entières  de  +  i  à  -4-00. 

La  fonction  H (3)  est  d'ailleurs  égale  à  zéro,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  loin  (n®  149).  Il  est  à  observer  que  les  théorèmes  de 
Weierstrass  et  de  M.  Mittag-Lcffler  introduisent  des  fonctions 
entières,  G(3)etII(3),  dont  la  détermination  directe,  lorsque/(3) 
est  donnée,  est  généralement  difficile. 


(')  Les  logarithmes  qui  figurent  aux  deux  membres  de  (8)  ne  sont  déterminés 
qu'à  la  quantité  ikTs.i  près,  k  étant  entier;  mais  cette  indétermination  ne  sub> 
siste  pas  dans  (9),  puisque  c'***=i. 
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CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


I.  —  CALCUL  DINTÉGRÂLES  DÉFINIES. 


142.  Les  théories  générales  de  Cauchy  fournissent  une  méthode 
féconde  pour  le  calcul  des  intégrales  définies,  réelles  ou  imagi- 
oaires;  dans  ces  recherches,  deux  lemmes  nous  seront  utiles. 

Lemme  I.  —  L* intégrale   1  /{^)  dzj  prise  le  long  (T un  arc 

d'aune  circonférence  infiniment  petite,  de  centre  a  et  de  rayon  r, 
tend  vers  zéro  avec  r,  si  le  maximum  du  module  de  {z  —  « )/(  -  ) 
sur  Varc  d^ intégration  tend  lui-même  vers  zéro  avec  /\ 

Soit,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  de  {z  —  a)/(z)  sur 
l'arc  considéré;  on  a,  sur  cet  arc,  par  hypothèse, 

M  iVf 

modf(z)^i  i- c'esl-à-dire 

•^  ^    ^  ~  mod {z  —  a  ) 

d'où  (no  lOo,  3»)  : 


—  » 

r 


ino 


d  /  /{z)dz'^^\., 


L  étant  la  longueur  de  Tare,  qui  est  inférieure  à  celle  2Tzr  de  la 
circonférence  entière.  Le  module  de  l'intégrale  est  donc  au  plus 
égal  à  27cM,  ce  qui  établit  le  lemme,  puisque  M  tend  vers  zéro 
avec  r,  par  hypothèse. 

Lemme  II.  —  L'intégrale   j  /(z)dz,  prise  le  long  d'un  arc 

d^une  circonférence  infiniment  grande  ayant  pour  centre 
l^ origine  et  pour  rayon  R,  tend  vers  zéro,  quand  R  crott  indé- 
finiment, si  le  maximum  du  module  de  ^f{z)  sur  l'arc  d^ inté- 
gration tend  lui-même  vers  zéro,  pour  R  infini. 

Si  y  en  effet,  M  est  le  maximum  du  module  de  z/{z)  sur  l'arc, 
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on  a,  sur  cet  arc,  par  hypothèse, 


AI 

niocl/(;!)<  j^. 


J'oii 


m 


od  ff{z)dzl^L^'ir.M, 


[:e  qui  démonlre  le  Icmme,  puisque  limM  =  o,  pour  R  =  oc 


li3.  Intégrales  de  fonctions  rationnelles, 
exemple,  la  fonction  méromorphe 


/(-)  = 


Intégrons,    par 


{i-T-z^-y 


le  long  du  contour  K,  formé  :  i°  d'un  demi-cercle  ABA' (y?^^.  S^), 


i-ig:.  d;. 


de  rayon  infiniment  grand,   ayant  l'origine  pour  centre;    a»    du 
diamètre  A'A,  qui  coïncide  avec  Taxe  des  x. 

D'après  le  lemmc  II,  Tintégrale  le  long  du  demi-cercle  est  nulle, 
car  la  fonction 


-/(-) 


ou 


O-T-3-^;* 


lend  vers  zéro  quand  le  module  de  :;  croît  indéfiniment;  l'intégrale 
suivant  K  se  réduit  donc  à  l'intégrale  suivant  la  droite  A'A,  c'esl- 


à-dirc  a  l'intégrale  réelle 


I        f{x)dx. 


Mais',  d'après  le  théorème  des  résidus  (n°  134),  elle  est  égale 
à  2-/^  A,  ^A  désignant  la  somme  des  résidus  de/(:;)  pour 
les  pôles  intérieurs  à  K,  c'est-à-dire  pour  les  pôles  situés  au-dessus 

-  n'a,  au-dessus  de  Ox^  qu'un  pôle 


de  Ox.  La  fonction 


(i  +  ^*) 
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(double),  z=  +  i;  pour  calculer  son  résidu,  posons  z=i-i-i 
(nM33),  il  vient: 


(i-f-^*)«      (2*/-H/«)«       /«  (-21-1-0*       ^*(— 4-h4^«H-...) 


et,  par  division, 


4 


)- 


I 

4^ 


I 
477 


Le  résidu  est  donc  -r-.'  Par  suite 

4* 


/ 


di: 


_^     (i-hJ?*)* 


4*^2 


Cette  méthode  s^applique  d'une  manière  générale  au  calcul 
de  riolégrale 


r 


(ijTy 


tiù  P  et  Q  sont  des  polynômes  dont  le  second  n'a  pas  de  racine 
réelle,  et  tels  que  le  degré  de  Q  surpasse  de  deux  unités  au  moins 
celui  de  P  (Tome  I,  n»  307). 

1  ii.  Intégrales  de  Fresnel  et  intégrales  analogues.    —    Inlé- 
fiTons  la  fonction 

le  long  d'un  contour  K  (  /ig,  58),   formé  :    i®  par  un  segment 

Fig.  58. 


*Z5 


OA=  R  de  l'axe  des  x^  que  nous  ferons  croître  ensuite  indéfi- 
niment; 2**  par  un  arc  de  cercle  AB  de  centre  O,  de  rayon  R  et 

d'angle  au  cenlre  af  a  <  j  j;  3*  par  le  rayon  BO. 

La  fonction  e~^*  étant  holomorplie  dans  tout  le  plan,  son  inté- 


H.  -  H. 


II 
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grale  le  long  de  K  est  nulle.  On  a  donc 

(i)  I      e-^*  dx-^  j    e-='  dz-\-  j    e-='  dz  =  o. 

La  première  intégrale  est  connue;  elle  est  égale  (n*»  76)  à  -  yj'^\ 

la  seconde  est  nulle,  comme  on  va  l'établir  tout  à  Theure.  Pour 
transformer  la  troisième,  observons  que,  sur  la  droite  OB,  z  est 
de  la  forme 

^  =  p  e'a=  p(cosa -i- t  sina), 

et,  de  B  à  O,  p  varie,  par  valeurs  réelles,  de  +  ooà  o.  La  troisième 
intégrale  est  donc 

j      g-p'lcosîa+isinia)  (cosa  -h  t  sina)û?p. 

L'équation  (i)  devient  ainsi  : 
Ly/i  =  I      er-9*  (cos2a+i  sinîa)  (cos  a  -h  «  sin  a)  û?p 

=   /      c^p  e-p'*^®***[cos(p*  sinaa) — «  sin  (p*  sinaa)]  (cosa  H- i  sina). 

Égalons  séparément,  dans  les  deux  membres,  les  parties  réelles 
et  imaginaires,  en  posant,  pour  abréger. 


Ii=   /      c-p*<^o»'«cos(p*sin2a)û?p, 
Ii=   /      e-p**^»**  sin(p*  sin'2a)rfp; 


il  vient 


I    /- 


d'où  l'on  tire 


-  /tc  =  Il  cosa  -h  II  sin  a, 
O  =  Il  sina  —  If  cosa, 


I,  =  -  i/îr  cosa,         It  =  -  v^TC  sina. 


Si  l'on  pose  maintenant,  dans  les  intégrales  I|  et  I2, 

p  /sin 2a  s  u, 
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ces  égalités  deviennent 


(-2) 


[     /      g— "**^®"*  cos  a*  du  =  -  /tt  cosa  \/sin  2a, 
i      /      ^-i/«coi2a  sin  u^du=  -  /iî  sina  \/sin-2a, 


formules  qui  font  connaître  les  valeurs  des  deux  intégrales 

f       e-'n«*  cos  M*  duy       I      (•-'""'  sin  w-  du, 

pour  m  >  o. 

Mais  il   nous  reste   maintenant  à  démontrer   que   l'intégrale 

ÎDlermédiaire   /    e~*'  dz^  dans  la  relation  (1),  est  nulle  ;  appliquons 

pour  cela  le  lemme  II  du  n°  142;  nous  avons,  le  long  de  Tare  AB, 
;;  =  R  e'?=  R(cos«p  -+- 1  sin(p),        (o  allant  de  o  à  a), 

Si  l'on  observe  que  le  module  de  e*',  où  A  est  réel,  est  l'unité 
(car  e^'=  cosA-j- jsinA),  on  voit  que  le  module  du  dernier 
ineoibre  est  Re"^**^****?  ;  son  maximum  correspond  au  minimum 
de  C0S2CP  sur  l'arc,  c'est-à-dire  à  c3  =  a.  Ce  maximum  est  donc 

I 

et  tend  vers  zéro  pour  R  infini ,  puisque  Th^^pothèse  a  <  7  entraîne 

4 

cos2a  >>  o.  D'après  le  lemme  II,  l'intégrale    /    est  donc  nulle,  et 
les  formules  (2)  ci-dessus  sont  démontrées. 

Formules  de  FresneL  —  Les  formules  (2)  restent-elles  vraies 
pour  le  cas  limite  de  a  =  ~?  Ici,  le  lemme  II  ne  s'applique  plus, 

car  le  maximum  de  zf{z)y  à  savoir  Re~'^'*^^'**,  est  alors  R,  et  ne 
lend  plus  vers  zéro  pour  R  infini. 

Il  faut  donc  recourir  à  une  autre  méthode  pour  établir  que  l'in- 
tégrale  /    est  nulle. 
«>'ab 

On  a,  sur  AB,  5=  R(cosç-t-isiny),  <i5  =  Rte'frfçp;  d'où 
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Le  module  du  second  membre  est  inférieur  à  l'intégrale  obtenue 

en  remplaçant  chacun  des  facteurs  sous  le  signe   /  par  son  module, 
c'est-à-dire  inférieur  à  l'intégrale  réelle 


=  f    Re-R'< 


Il  suffit  donc  de  prouver  que  J  tend  vers  zéro  pour  R  infini; 
or,  en  posant 


20  =  -^  —  0, 
2         ' 


il  vient 


J  =  i    r    Re-K'* 


'"0  €/0. 


De  zéro  à  ->  sinO  est  supérieur  à  -»  comme  on  le  reconnaît 
2  *^  2 

aisément^  on  augmente  donc  le  second  membre  en  remplaçant 
sinô  par  -»  c'est-à-dire  qu'on  a 


-0 

ou 


et  le  second  membre  tend  vers  zéro,  pour  R  infini,     c.  q.  f.  d. 

Donc  les  formules  (2)  sont  vraies  pour  a=  ~;  elles  donnent 
alors 


Jf      cos  w*  du  =   /      si  11  a*  t/w  =  — ^ 
0  *^o  '"*  V  *^ 


ce  sont  les  valeurs  des  intégrales  de  FresncL 

J/**  ^/;— 1  __  ^^7— 1                                   /•  •    7*/*— 1 
[ ^^   g^  ^i3    /     : jj^   —  Soit 

la  fonction 

^/>-i  — ^7-1 


/(^)  = 


1  —  ^ 


où  jE>  et  9  désignent  des  constantes  réelles,  comprises  entre  o  ei  i 
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Cette  fonclion  admet  comme  point  de  branchement  z  =^Oj 
puisque /?  et  ^  ne  sont  pas  entiers;  elle  est  uniforme  dans  un 
contour  simple  ne  comprenant  pas  ce  point,  par  exemple  dans  le 
contour  K  ci-dessous  (traits  pleins)  formé  par  deux  demi-circonfé- 
rences C  et  c,  de  centre  O,  de  rayons  Infiniment  grand  et  infini- 
iiiment  petit,  et  par  les  segments  A' a',  a  A.  de  Taxe  des  x. 

Pour  définir  complètement /(z)  dans  ce  contour,  nous  choisi- 
rons,  parmi  les  valeurs  de  zP~*   (et^^~'),  celle  qui  est  réelle  et 

Fig.  59. 


positive  sur  la  partie  positive  de  Ojr,  c'est-à-dire  celle  qui  est 
réelle  et  positive  pour  z  réel  et  positif.  Or,  p  étant  réel,  si 
z  =  p(cos'f  ■+-  /sîno),  on  a  (Tome  I,  n°  160)  : 

-/i-i  --  pP-i[cos{p  —  i)?p  •+■  is\n(p  —  i)«p], 

o  désignant  un  quelconque  des  arguments  de  z,  lesquels  diffèrent 
entre  eux  de  2A"ïc.  Lorsque  z  reste  sur  la  partie  positive  de  l'axe 
des  X,  ç^aA'Tî,  et  pour  que  zP"^  soit  réel  et  positif,  il  faut 
prendre  k  =  o. 

En  d'autres  termes,  on  doit  regarder  l'argument  ©,  de -s,  comme 
nul  sur  le  côté  de  Ox  du  contour  K  :  par  suite,  en  un  point  quel- 
conque intérieur  au  contour,  il  est  compris  entre  o  et  tc,  sur  Ox' 
il  est  égal  k  tz]  et,  si  o  désigne  l'argument  ainsi  défini,  on  a,  à 
l'intérieur  du  contour  et  sur  ce  contour, 

Cela  posé,  je  dis  que  /{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  K  et 
sur  K.  Le  numérateur,  en  efTet,  zP"*  —  5^"*,  y  est  holomorphe, 
puisque  le  point  critique  O  est  extérieur  au  contour;  le  dénomi- 
nateur, i  —  w,  s'annule  il  est  vrai  sur  le  contour,  pour  s  =  i, 
mais  en   ce  point  le  numérateur,  zP~  *  — 1;^~',  s'annule  aussi,  et 
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comme  ce  numérateur  est  holomorphe  autour  du  point  5  =  1,  le 
zéro  I  est  au  moins  d'ordre  un,  de  sorte  que /(s)  reste  fini.  Il  en 
résulte  bien  que  y (5)  est  holomorphe  dans  K  et  sur  K;  par  suite 

rintégrale  /  /(z)  dz,  prise  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 
Cette  intégrale  se  décompose  en  quatre  autres  : 

1®  et  2^  Les  intégrales  le  long  des  demi-cercles  Cet  c;  elles  sont 
nulles,  car  s/{z)  tend  vers  zéro  pourmod^=  o  ou  modz  =  oo, 
puisque/?  et  q  sont  compris  entre  o  et  i  (lemmes  I  et  II,  n**  142). 

f     >  que  nous  dési- 

gnerons  par  J  :  elle  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  comme  on 
le  voit  aisément  en  appliquant  les  règles  du  Cours  de  première 
année. 

4°  L'intégrale  suivant  A' a'.  Or,  le  long  de  Oo:',  l'argument  de  z 
étant  7:,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

et,  par  suite, 

a'         „o 


A'         *-'» 

p  étant  réel. 


Donc,  finalement,   on  a,   en  écrivant  que  /  est  nul, 

J  -+-  /      ^ dp  =  o, 

et,  en  remplaçant  eP"^^  par  cospiz  -{-  isinpiz^  et  séparant  le  réel  de 
l'imaginaire. 


en 


j^j    _^ dp, 

< 


Ces  deux  relations  vont  nous  permettre  de  calculer  les  deux 
intégrales  que  nous  avons  en  vue. 

146.  Prenons  d'abord  la  seconde  relation  (3);  en  posant,  pour 
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abréger, 

^0      '  +  P 

elle  s'écrit 

F(/?)  s'inpi:  =  F{q)sinqi:. 

Or,  lorsque  p  et  q  sont  des  variables  indépendantes,  une  fonc- 
tion de  p  seul  ne  peut  être  égale  à  une  fonction  de  q  seul  que  si 
ces  deux  fonctions  se  réduisent  à  une  même  constante  A,  indé- 
pendante de  Pj  q.  On  a  donc 

\ 

F(p)sïnpTz  =  \        ou         F(/?)=-T-— . 

al  111/  <k 

Pour  déterminer  la  constante  absolue  A,  observons  qiie,  d'a- 
près (4),  l'intégrale  F{p)  n'est  autre  chose  (n**  85)  que  le  produit 
r(p)T(i — p),  en  sorte  qu'on  a 

A 


r(/?)r(ï-/>)=-y 


smpiz 


et  si  Ton  fait  dans  cette  relation  ^=  -,  en  observant  (n°  86)  que 
r(-)  est  égal  à  y/rc,  on  trouve 


A  =  ir  sin  -  =  i:. 


On  obtient  ainsi  la  formule 


qui  a  été  annoncée  au  n®  85. 

147.   Prenons  maintenant  la  première  relation  (3),  on  l'écrit 
J  =  cos;,u jf    i^  rf?  -  cos g  u^   ijl  rfp  ; 

OU,  en  tenant  compte  de  la  formule  (5),  et  remplaçant  J  par  son 
expression  de  déGnition, 

J=  I      d2' =  Tz{  col  pi:  —  coi^r). 
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II.  —  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  DE  FRACTIONS. 


148.  Cauchy,  grâce  au  théorème  des  Résidus,  a  obtenu  certains 
développements  en  séries  de  fractions  simples,  de  la  même  forme 
que  ceu\  de  M.  Mitlag-LefHer.  Nous  prendrons  comme  exemple 
la  fonction  cotangente,  en  considérant  Tintégrale 


^■) 


r     dz 

J  z{z  —  a 


colite, 


prise  le  long  du  contour  d'un  carré,  K,  de  côtés  parallèles  aux  axes, 
de  centre  5  =  0  (Jlg»^o),  et  dont  le  demi-côté  OA  a  pour  lon- 

Fig.  60. 


ç 

» 

p 

î     -o^ 

^ 

9' 
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< 

9 

oUf'^frr 
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r 

r 

-vB- 


M 


N 


gueur  m  4--:  m  désigne  un  entier  positif,  qu'on  fera  ensuite 

croître  indéfiniment,  et  a  un  point  quelconque  du  plan,  intérieur 
au  carré. 

Je  dis  que  l'intégrale  (1),  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 

Observons  d'abord  ce  qui  suit  : 

i*»  Sur  les  côtés  NP  et  QM  du  carré,  on  a  z  =  ±z(m'\-^j-\-yi^ 
d'où 


colite  =  cot  (±  /«ir±:  -  -h  Tzyi)  = —  langTTj^i; 


ce  qui  donne 


COtTT^  = 


simzyi 
cos  :r^  i 


I  e^^y—i 

1  cîîtrn- 1 
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Le  module  du  dernier  membre  est  mod   .  '        >  quantité  au 
plus  égale  à  i,  puisque  j^  est  réel. 

2*  Sur  les  côtés  PQ  et  MN,  on  a  5  =  x  db  /(m  4-  -)>  d'où 


COlltZ  =  -: =  l 

siiit:^ 


Quand  m  tend  vers  +00,  une  des  exponentielles  du  numéra- 
teur a  son  module  infini,  l'autre  a  son  module  nul;  comme  les 
mêmes  exponentielles  figurent  au  dénominateur,  modcot^s  tend 
vers  I  pour  m  infini. 

Donc  enfin,  sur  tout  le  contour  du  carré,  à  partir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  m,  modcotn^  reste  inférieur  k  une  quan- 
tité plus  grande  que  i,  à  si  par  exemple. 

Cela  posé,  sur  ce  contour,  mod 2  reste  supérieur  à  OA,  c'est- 
à-dire  à  m  4-7;  mod(z  —  a)  reste  supérieur  à  mod 5  —  mod^r, 

ei,  par  suite,  à  /«H —  —  moda;  la  longueur  de  la  ligne  d'inté- 

gration  étant  8(m-h-)>  on  voit  (n**  105,  3")  que  le  module  de 
fintégrale  proposée  (1)  est  inférieur  à 

^^ .;» ,  8  (  /,i  _^-  _  ) , 

(m-i —  )   m  H moclrt         ^ 

\  a/  'à. 

<|uantité  qui  tend  vers  zéro  pour  m  infini.  Par  suite  Tintégraie  (1), 
prise  sur  le  contour  du  carré,  est  nulle  à  la  limite. 
On  peut  donc  écrire,  sous  une  forme  équivalente, 

o  =  -    /  coIt:  5  dz  I ) , 

«  ,./k  \z  —  a       zj 

ou 

C   dz  rdz 

j   cotir-s  =  I   — colir-, 

(es  intégrales  étant  toujours  prises  sur  le  contour  du  carré.  Or 
celle  qui  figure  au  second  membre  est  nulle,  car,  en  deux  points 

opposés  du  contour,  tels  que  q  et  r,  les  valeurs  de  -cot::^  sont 

les  mêmes,  puisque  z  et  cotir^  sont  des  fonctions  impaires  de  z; 
les  valeurs  de  dz  (représentées  par  les  segments  qq'  et  //•')  sont 
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égales  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que  les  éléments  de  l'inté- 
grale se  détruisent  deux  à  deux.  Donc,  à  la  limite,  c'est-à-dire 
pour  m  =  4-  00,  on  a 

{1)  I   cotrj  —  o. 

En  d'autres  termes,  d'après  le  tliéorème  des  résidus,  applicable 
ici,  puisque  la  fonction  sous  /  est  méromorphe  dans  tout  le  plan, 

la  somme  des  résidus  de  la  fonction cotir:^,  pour  les  pôles 

situés  dans  le  carré,  est  nulle  (à  la  limite)  :  ces  pôles  (tous  simples  ) 
sont  z  =  a^  et  les  zéros  (tous  simples)  de  tangTîs,  c'est-à-dire  les 
zéros,  z  =  m:^  de  sin?;^,  puisque  cosirs,  fonction  entière,  n'a  pas 
de  pôles. 

De  plus,  pour  que  le  pôle  z  =  n  soit  dans  le  carré,  il  faut  que 
Ton  ai  t  —  m^n^m. 

Le  résidu  de  cotirs  ;  (z  —  a),  relatif  au  pôle  5  =  «,  est  cot-rea  ; 
on  obtient  le  résidu  relatif  au  pôle  z  =  n  en  écrivant  la  fonclion 

■'  J'^ 9  et,  par  la  formule  /'(tt):cp'(a)  du  n**  133,  3**,  ce 

résidu  est  égal  à  ^^^^^  ^\  c'est-à-dire  à 


TTCosTc/i  Tz  n  —  a 


On  a  donc  enfin,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  est  nulle. 


/!=:-♦-/»» 


(J)  cotitaH-lim      y     —, r  =  o,     (pour /iî  infini), 

Ad   Tzin  —  a)  "^ 


(n  —  a) 

n=z  —  m 


OU,  en  posant  ira  =  w, 

(  ji)  cot{<  =  Iim    N     : 


n  =  -*-  m 


c'est-à-dire 


n  =  —  m 


cot  a  =  .  .  .  H h  .  .  .  H- 


(•>) 


/ 


u-^  ni:  u-^  iTz        u  -{-TZ 

I  1  r  I 


u        u  —  77        u  —  27:  u  —  m: 


En  réunissant  les  termes  qui  répondent  à  -h  n  et  à  —  /i,  dont 
l^ ensemble  constitue  le  terme  général  de  la  série  d'après  (4), 
on  a  aussi 


(6)  cota  =  -  H H -—  -4-  .  .  .-H 


u        n* — r*    '    u^—^Tz^       "         u*— n^Tz^ 


. . . , 


1      •    •    •  > 
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forniiile  plus  complète  que  la  formule  (4)  du  n"  138,  el  qui  montre 
que  la  fonction  entière  G(z)j  qui  figurait  dans  celle-ci,  est  nulle. 

149.   Corollaire.  —  Ecrivons  cette  équation 

I  1U  'XU 

coiu = -h  — — -^—z  -4-..., 

u        a* — i:^        m' —  |7r* 

Cl  intégrons  les  deux  membres  entre  o  et  //;  il  vient 

d'oii^  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres, 

sin«=a(,-g)(.-;^)...(,-^,)..., 

ce  qui  donne  l'expression  précise  de  sinw  en  produit  infini. 

130.  La  formule  (5)  met  en  évidence  la  périodicité  de  colu. 

Soil,  en  effet,  Sn{u)  la  somme  du  terme  central  ->  des  /i  termes 

qui  le  précèdent  et  des  n  termes  qui  le  suivent;  on  trouve  évi- 
demment, en  changeant  u  en  u-hiz, 

I  f 

S|,(W-M:)—  S,|(a)  =  ;: ; » 

^  ^    ^        M-h(/i-4-i)T:        u  —  nr. 

(Voiij    en    passant    à    la    limite     pour    n  =  +<30,    et    puisque 
colu  =  limS;i(2/), 

cot(a  -4-  tu)  —  cotM  =  o. 


III.  —  INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES. 


loi.  Soit  une  fonction /( .s),  qui,  dans  une  certaine  région  R 
du  plan,  présente  des  points  critiques  (pôles,  points  essentiels  ou 
de  branchement)  en  nombre  limité;  désignons  par  Zo  et  z  deux 
points  ordinaires  de  la  région,  et  considérons  l'intégrale 
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la  ligne  d^ntégration  étant  supposée  aller  de  So  à  s  sans  sortir  de 
la  région  R,  et  la  valeur  initiale  dey(^),  pour  5  =  5oi  étant  déter- 
minée. La  fonction  /{z)  n^étant  pas  holomorphe  dans  R,  l'inté- 
grale précédente  n'est  pas  nécessairement  indépendante  du  choix 
de  la  ligne  d'intégration  :  proposons-nous  d'étudier  les  diverses 
valeurs  dont  elle  est  susceptible,  suivant  le  choix  de  celte  ligne. 
Observons  d'abord  qu'un  chemin  quelconque  L,  allant  de  z^  à  Zj 
se  ramène,  au  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale,  à  un  chemin 
fermé  allant  de  Zq  à  Zo^  suivi  d'un  chemin  déterminé^  le  segment 
tecliligne  ZqS  par  exemple,  allant  de  Zo  k  z  :  il  suffit,  en  effet, 
d'ajouter  à  la  ligne  L  le  segment  zzq^  que  l'on  fera  suivre  immé- 

Fig.  6r. 


diatement  du  même  segment  décrit  en  sens  inverse  (ce  qui  ne 
change  évidemment  pas  la  valeur  de  l'intégrale),  pour  obtenir  un 
chemin  fermé  (L-h^^o)?  suivi  du  segment  ^o^* 

On  est  ainsi  amené  à  étudier  les  valeurs  de  l'intégrale  proposée 
le  long  des  chemins  fermés  allant  de  Zq  à  Zq. 

132.  On  introduit,  à  cet  effet,  ce  qu'on  nomme  les  lacets  rela- 
tifs aux  points  critiques  de  f{z)j  situés  dans  la  région  R  :  ce  sont 
les  chemins  obtenus  comme  il  suit.  On  va  en  ligne  droite  (ou  sui- 
vant un  autre  chemin  déterminé)  du  point  Zo  à  un  point  très  voisin 
d'un  point  critique  a;  on  décrit  ensuite  autour  de  a  un  cercle  très 

Fig.  6a. 


petit,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  Ton  revient  en  .^o  p^i"  le 
chemin  (rectiligne)  suivi  à  l'aller;  ce  chemin  total  s'appelle  le 
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lacet  a,  décrit  dans  le  sens  positif  ou  négatif.  On  définît  de  même 
les  lacets  relatifs  à  chacun  des  autres  points  critiques. 

Je  dis  maintenant  qu'un  chemin  fermé  quelconque  C,  allant 
de  5o  à  Zq^  se  ramène,  au  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale, 
à  des  combinaisons  de  lacets  décrits  successivement. 

Considérons,  par  exemple,  les  chemins  C  {fig.  63),  des  deux 

Fig.  63. 


figures  suivantes,  qui  entourent  respectivement  un  et  deux  points 
crîliques. 

Le  premier  équivaut  au  lacet  a  décrit  dans  le  sens  positif;  car 
la  fonction  f{z)  est  évidemment  holomorphe  dans  la  région  à 
contour  simple  comprise  entre  C  et  le  lacet,  et  sur  son  contour; 
dès  lors,  en  vertu  du  théorème  fondamental  de  Cauchy,  l'inté- 
grale /  f{z)  dz^  prise  le  long  du  contour  total,  décrit  dans  le  sens 

des  flèches,  est  nulle.  Sous  une  autre  forme,  l'intégrale  le  long  de  C, 
dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  le  long  du  lacet,  dans 
le  même  sens. 

De  même,  dans  la  seconde  figure,  la  fonction  f{z)  étant  holo- 
morphe dans  la  région  comprise  entre  C  et  les  deux  lacets,  son 
intégrale  suivant  C,  dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  le 
long  du  lacet  a,  suivie  de  l'intégrale  le  long  du  lacet  b. 

On  verrait  aisément  qu'il  'en  est  de  même  dans  tous  les  cas. 
Appliquons  maintenant  ces  principes  à  quelques  exemples. 

133.  Éfoide  de  l'intégrale  /    — £-  •  —  L'intégrale  est  log(i  —  z\\ 

mais  on  peut  l'étudier  directement  par  la  méthode  générale  qui 
vient  d'être  indiquée. 

La   fonction  /(v)  est  ici  ^  ^   ;  elle  n'a  comme  point  critique 
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qu'un  pôle  z  =  i.  D'après  ce  qui  précède,  si  Ton  pose 


"    dz 
I 


les  diverses  valeurs  de  F{z)  s'obtiendront  toutes  en  prenani 
comme  ligne  d'intégration  une  série  de  lacets,  suivis  du  segment 
rectiligne  Oz,  Or  l'intégrale  le  long  du  lacet  -+-1  {^g-  64),  par- 

Fig.  64. 

0   ^  ©> 

couru  dans  le  sens  direct,  s'obtient  immédiatement  par  le  théo- 
rème des  résidus  :  ce  lacet  est,  en  elFet,  un  contour  simple,  ren- 
fermant un  pôle  de  la  fonction  méromorphe  ^  __  >  et,  par  suite, 
l'intégrale  correspondante  est  211* A,,  Aj  désignant  le  résidu 
de par  rapport  au  pôle  z  =  i.Ce  résidu  est  évidemment  -H  1 , 

de  sorte  que  Tintégrale  le  long  du  lacet,  dans  le  sens  positif 
est  2Tzi]  elle  serait  —  aui  dans  le  sens  inverse. 

Si  l'on  décrit  le  lacet  un  nombre  de  fois  quelconque  et  dans  des 
sens  quelconques,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  aura  évidem- 
ment pour  valeur  '2mzi^  n  étant  un  entier,  positif  ou  négatif;  à 
cela,  pour  avoir  la  valeur  la  plus  générale  de  F(g),  il  faut  ajouter 

l'intégrale  /  _^  >  prise  le  long  du  segment  rectiligne  Oz,  inté- 
grale qui  a  une  valeur  parfaitement  déterminée  et  indépendante 
du  nombre  et  du  sens  des  lacets  décrits  auparavant,  puisque 

la  fonction  ^  __     n'a  qu'une  valeur  en  chaque  point  du  plan. 

f    ^  2_     ^î    pour   une  valeur 

donnée  de  sa  limite  supérieure  z,  une  infinité  de  val^rs,  com- 
prises dans  la  formule  2/itc/-|-  U,  où  U  est  l'intégrale  le  long  du 
segment  Oz. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  puisque  l'intégrale  indéfinie  est 
un  logarithme,  fonction  qui  n'est  définie  qu'à  2/t7Ci  près. 
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154.  Autre  exemple.  —  Si  Ton  pose 

dz 


F 


^''^-.r^ 


".i 


la  fonclioii  Isous  le  signe  /  a,  comme  points  criliques,  les  deux 

pôles  5  =  4-  t  et  5  =  —  /,  simples  chacun  ;  les  résidus  relatifs  à 

chacun  d*eux  sont  — .  et .y  de  sorte  que  l'intégrale  le  loner  du 

lacet +  / est  71,  dans  le  sens  direct,  et  — tz  dans  le  sens  inverse. 
Pour  le  lacet  —  /,  ce  sera  —  tc  et  +  u.  Par  suite,  l'intégrale  le  long 
(l'une  suite  quelconque  de  lacets ,  décrits  dans  des  sens  quel- 
conques, aura  pour  valeur  /iic,  n  étant  entier,  et  les  valeurs  de 
l'intégrale  F(5)  seront  comprises  dans  la  formule  /itt-j-  U,  où  U 
est  rinlégrale  prise  le  long  du  segment  rectiligne  Oz, 

Ce  résultat  pouvait  être  aussi  prévu,  car  l'intégrale  (au  moins 
dans  le  champ  réel)  est  arctang>3,  et  Tarclang  n'est  déterminé 
{|u  à  niî  près. 

Ido.  Remarque.  —  Quand  z  est  imaginaire,  on  déGnit  arctang^ 
comme  la  fonction  inverse  de  tang;;,  c'est-à-dire  que  si  l'on  pose 
3  =  lange/,  on  aura  u  =  arctang;^.  La  formule  z  =  tange/  s'écrit 

^  ~~  cos  u  ~  i  e"*  H-  e-^**  ~"  /   e""  -t-  i 

d'où 

i  -^  Iz  I    ,       I  -h  «5 

gîitt— _  et  11=  — :  lOg —    -i-  ilTZ, 

ï-h  IZ  2  4  1  —  IZ 

puisque  le  log  n'est  déterminé  qu'à  la  constante  2/if'ir  près.  La 
fonction  u^  ou  arctang^,  a  donc  une  infinité  de  valeurs  différant 
entre  elles  de  niî,  comme  dans  le  cas  réel.  Sa  dérivée  est  encore 

j.  car  en  dérivant  par  rapport  à  z  les  deux  membres  de  la 

relation  z  =  tanga,  il  vient 

1  =  (i-+- taDg*M)al, 
d^où 


wi  = 


l-i-Z* 

On  défiait  de  même  u  =  arcsin^  comme  la  fonction  inverse  du 
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sinus,  en  posant  z  =  sina,  ce  qui  donne 
d'où 

C'«=t^zb/l  —  5*,  a=    -rl0g(«5  ib  /l 5*)  -4-  2 /ITT. 

Pour  une  valeur  de  2,  arcsîn^  a  donc,  à  cause  du  signe  ih,  deux 
séries  de  valeurs,  différant  de  multiples  de  air  dans  chaque  série  : 
la  somme  de  deux  valeurs  appartenant  à  des  séries  différentes  est  de; 
la  forme  (2  A*  -h  i)it;  car  en  observant  que  logA.  +  logB^logAB, 
on  a  : 

-r  l0g(l^  -*-  /l  —  Z*)  -+-  -rl0g(l  J  —  /l  —  ^*)  =  -  l0g(—  l)  =  (2k  -¥-  1)77, 

puisque  Tune  des  valeurs  de  log( —  i)  est  -ni. 

Enfin  la  dérivée  de  arcsin^  est  ;  onTétablitdesuite,  pai*     , 

la  méthode  employée  pour  l'arc  tang. 

loG.  Étude  de  l'intégrale  /  j  _  ^x'  —  Celle  fonction,  qui 
est  évidemment  arcsln^,  peut  être  étudiée  directement.  Posons 

•^  0      V  *  —  ^* 

en  prenant  l'intégrale  le  long  d'une  ligne  quelconque  allant  de  O 
à  w,  et  en  supposant  qu'on  parte  de  O  avec  la  valeur  4-1    du 

radical  y/i  — z'^. 

Les  points  critiques  de  — ==  sont  z  =  ±  i:  ce  sont  cette  fois 
^  ^  /i  —  z> 

des  points  de  branchement.  Comme  dans  le  cas  général,  au  point 
de  vue  de  la  valeur  de  Tintégrale,  une  ligne  quelconque,  allant 
de  O  à  .?,  peut  être  remplacée  par  une  succession  de  lacets  suivie 
du  segment  rectiligne  Oz, 

La  valeur  de  Tinlégrale  le  long  du  lacet  + 1  s'obtient  comme 
il  suit  : 


Partons  de  O  avec  la  valeur  -H  i  du  radical  y/i  —  5*,  et  décri- 
vons le  lacet  +  i  dans  un  sens  quelconque;  l'intégrale  le  long  d^ 
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Licetse  compose  :  i^'derîntégrale  recliligne  siilvanlOm(^^.  65), 
dont  la  limite,  quand  le  rayon  du  petit  cercle  tend  vers  zéro,  est 
rîntégrale  réelle 

/     -7^==  =  (arcsinr);  =  -; 

tP  de  l'intégrale  suivant  la  petite  circonférence,  nulle  à  la  limite, 

car  -yT  tend  vers  zéro  pour  z  =  i  (n**.  142,  lemme  I);  3°  de 

rintégrale  de  retour  suivant  mO  :  celle-ci  est  égale  à  la  première, 


Fig.  65. 


tIL 


© 


caria  rotation  autour  du  point  4-  i  a  changé  le  signe  de  \J \  —  z 
(n°97)  et,  par  suite,  celui  dey/i  —  z^:=.\J \  —  z  y/T+3;  rf:;  change 

également  de  signe  dans  le  retour,  de  sorte  que    .  reprend, 

*  ^        v/i  — -s* 

en  chaque  point  de  Ow,  la  même  valeur  au  retour  qu'à  l'aller. 

L'intégrale  le  long  du  lacet  -+-  i  est  donc  i:,  quand  la  valeur  du 
radical  au  départ  est  -+-i;  elle  serait  évidemment  — t,  avec  la 
valeur  initiale  — i. 

De  même,  l'intégrale  le  long  du  lacet  —  i  a  pour  valeur 


'f 


-'       dz 


«-  0 


/l  — 5^ 


le  signe  initial  du  radical  étant  -H  ;  elle  est  4-  'îc  si  ce  signe  est  — . 
Observons  enfin  que  si  Ton  décrit  successivement  le  lacet  -h  i 
et  le  lacet  —  i,  en  partant  au  début  avec  la  valeur  +  i  du  radical, 
l'intégrale,  le  long  de  ce  chemin,  est  71-4-7:  =  ait;  car,  après  le 
parcours  du  lacet  -h  1 ,  on  est  revenu  en  O  avec  la  valeur  —  i  du 
radical  et  le  second  lacet  est  décrit,  dès  lors,  avec  cette  valeur 
initiale.  De  même,  si  l'on  décrit  deux  fois  de  suite  le  lacet  -f-  1, 
l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  est  tî  —  7w,  c'est-à-dire  zéro. 

137.  Soit   maintenant  U   la   valeur   de  l'intégrale  le  long  du 
segment  rectiligne  0-3,  la  valeur  initiale  du  radical  étant  +1; 
II.  —  II.  12 
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d'après  le  numéro  précédent,  la  valeur  la  plus  générale  de  l'inlé- 


grale 


V(z)=  f 


ï/i 


.« 


s'obtient  en  prenant  pour  ligne  d'intégration  une  suite  de  lacets., 
suivie  du  segment  rectiligne  Oz,  Si,  avant  de  décrire  0-s,  on  a 
décrit  seulement  le  lacet  -4-i,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin 
est?:  —  U  (*);  si  l'on  a  décrit  le  lacet  -f- 1 ,  puis  le  lacet  —  i,  puis  Oz^ 
l'intégrale  correspondante  est  27î-|-  U. 

En  décrivant  une  suite  quelconque  de  lacets  avant  de  décrire  O  r, 
on  voit  par  là  que  l'intégrale  correspondante  est  2mTz-\-U  ou 
(2/z  -4-1)7:  —  U,  selon  que  le  nombre  des  lacets  décrits  a  été  pair 
ou  impair;  et  finalement  les  valeurs  de  l'intégrale  F(z)  pour  une 
valeur  donnée  de  z  sont  comprises  dans  les  formules 

2/711: -f-U,        (2/1-1-1)7:  —  U. 

Tel  est  le  résultat  cherché;  on  le  met  sous  une  forme  plus  inté- 
ressante en  introduisant  la  /onction  inverse  de  l'intégrale. 
Posons  en  effet 


r-       dz 

*/0       Vl Z' 


et  regardons  5  comme  fonction  de  u  ;  z  =  o(u).  Admettons  qu'ion 
ait  établi  que  >3  est  une  fonction  monodromede  m  (en  fait,  ^  =  sin  w); 
d'après  ce  qui  précède,  à  une  même  valeur  de  z  correspondent, 
pour  u^  les  valeurs  2/mT  -|-  U,  (2/1+  i)?: —  U;  donc,  inversemenu 
aux  valeurs  2/7111  -f-  w  et  (2/1  4-  i)  t:  —  u,  de  la  variable  u,  corres- 
pond une  seule  et  même  valeur  de  z. 

On  a  donc 

o(2//n:-f-«4)  =  o(M)  =  Q(r  —  u), 

c'est-à-dire  que  cp(w)  admet  la  période  de  2  7r,  et  que 

cp(7r  — M)=(p(M). 

On  retrouve  ainsi  les  propriétés  connues  de  l'arc  sin  ou  du  sious^ 


(*)  Le  signe  —  derant  U  provient  de  ce  que,  après  le  parcours  du  lacet  +  t 
on  est  revenu  en  O  avec  le  signe  —  du  radical;  le  segment  O^  est  donc  décrit 
avec  la  valeur  initiale  —i,  d'où  —  U  pour  Tintégrale  correspondante. 
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par  une  mélhode  dont  la  portée  est  évidemment  considérable.  On 
va  rappliquer  à  un  ex.emp]e  moins  élémentaire. 

158.  Étude  de  l'intégrale  elliptique   de  première  esi>èce.    — 

/dz 

Z  désignant  un  poljnome  de  troisième  ordre,  à  coefficients  réels 
ou  non,  et  dont  nous  appellerons  les  racines  ei;  ^2,  ^3. 
Posons 

r''  dz 

il)  u  =  Wo-+-  /      -.    ' 

Uo  et  Zo  étant  des  constantes  quelconques. 

Formons  les  lacets  relatifs  aux  trois  points  critiques  e^,  e^^  c^^ 
{fig.  66),   en  partant  du  point  Zq\  d'après  les  n"»  ISl  et  152,  la 

Kig.  66. 


valeur  la  plus  générale  de  l'intégrale,  quand  on  déforme  arbitrai- 
rement la  ligne  d'intégration  qui  va  de  Zq  à  ;;,  s'obtient  en 
prenant  pour  ligne  d'intégration  une  suite  de  lacets,  suivie  du 
segment  ZqZ,. 

L'intégrale  le  long  du  lacet  e%  est  égale  (n<*  156)  à  deux  fois 

— z\  on  posera 

/•''«  dz 
(3)  J       -^=Aa         (a  =  1,2, 3), 

en  supposant  que  dans  les  trois  intégrales,  on  parte  de  z^  avec 
une  valeur  déterminée  \Lli  du  radical  y/Z. 

-^9  le  long  d'un  chemin  formé  des  lacets  ea,  ^p, 

^y,  .  •  •  y  décrits  successivement,  sera  donc,  la  valeur  initiale  du 

radical  étant  y/Z^, 

9.Afli —  2  Ap-+-  2Ay  — . . .; 


I 
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le  signe  —  devant  2  Ap  provenant  de  ce  que  le  parcours  du  lacet  e^ 
a  changé  le  signe  du  radical. 

Si  mainlenanlU  eslla  valeur  de  Tinlégrale  suivant  le  segment  i;©^» 
la  valeur  initiale  du  radical  étant  v^Z©,  les  valeurs  de  la  fonction  1/, 
définie  par  {'i.)^  pour  une  même  valeur  de  z^  seront  comprises, 
selon  que  le  nombre  des  lacets  parcourus  sera  pair  ou  impair, 
dans  l'une  ou  l'autre  des  formules 


u  = 


\  Wo-HîAa — 2Ap-4-2Ay — 2  AgH-. .  .-h  U, 
(  Mq-^- ^^a— 2Ap-+- 2  Ay — —  U, 


a,  p,  y,  8,  ...  désignant  les  chiffres  1,  2,  3  dans  un  ordre  quel- 
conque et  étant  en  nombre  pair  dans  la  première  formule,  impair 
dans  la  seconde. 

Réunissons  dans  ces  formules  les  termes  en  A|,  A2,  A3;  elles 
deviennent 

!Mo-+- "a/^i  A|-i- 2mj  AjH- 2m3  AjH- U,     avec     mi -h /ni -h  m»  =  o, 
Wo-^  2 1^\  -^1  -4-  2mi  Aj -4-  2m,  A3  —  U,     avec      m\  -4-  m,  -f-  mj  =  i; 

ce  qu'on  peut  écrire 

w  =  Mo-»- 2/?ii  Ai-h  2/ni  Aj-h  îmaAj-t-   '. 

(  2A,— U, 

mi,  m2,  m^  étant  des  entiers  quelconques,  de  somme  nulle. 
Posons  maintenant,  pour  simplifier, 

C4)     a)i  =  A3 — Aj,     W|=Ai  —  Aj,     a)j=Aj — Aj,     (  (Oi -h  tuj  H- to  j  =  o  )  ; 

on  pourra  écrire 

u  =  Mo -4-  2mi(  A|  ~  As)  —  2/nî(  A3—  Aj) 

I  U 
-f-2(m,-4-7n,-+- W3)  Aj^-    .      ^ 

(  lAi—U; 

c'est-à-dire,  puisque  m^  +  m^-^-  m^  est  nul,  que  les  valeurs  de  w, 
pour  une  même  valeur  de  5,  sont  comprises  dans  les  formules 

i  Mo-+-  U 

(5)  M  =  2miWj —  2//l*W|-4-    \ 

\  I/o  4-  2 Al —  u, 
mi  et  m^  étant  des  entiers  quelconques. 

139.  De  là  résultent  d'importantes  conséquences. 
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Observons  d'abord  que  les  quantités  (dites périodes)  2(o«,  20)2, 
'2t03  oe  dépendent  pas  des  constantes  Uq^  Zq,  mais  seulement 
de  Ci ,  ^2,  e^.  On  a  en  effet,  par  (3)  et  (4); 


Wl 


'  '    -A.    y/^    ^x.    /z 


les  intégrales  étant  prises  le  long  des  segments  ^^oe^,  ZqC^  (  Aa  •  ^7)- 
Or  si  le  point  Zq  {  /ig-  67)  est  àTintérieur  du  triangle  e«,  ^2»  ^3  (ce 
qiron  peut  toujours  supposer,  puisque  ce  point  est  arbitraire),  le 

Fig.  67. 


contour  ci-dessus  (traits  pleins),  fonué  par  les^côtés  du  triangle 
ZoCzC^f  interrompus  par  deux  arcs  de  cercle  infiniment  petits  de 
centres  e^  etej,  ne  contient  à  son  intérieur  aucun'point  critique  du 

radical  yZ,  qui  est  liolomorphe  dans  cette  région  ;  donc  Tinlégrale 
j  — ^  le  long  du  contour  est  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


y/2 


On  en  tire 


d'où  : 

(6) 


J    +       +j     =0. 


CJl 


et  de  même  :       a> 


■~-i 


72' 


103 


=1  17 


z 


expressions  indépendantes  de  Zq  et  Uq. 

Cela  posé,  faisons,  pour  préciser,  Uq=  lo^  el  Zo=  Ci,  ce  qui, 
par  (3),  donne  A,  =  o.  On  a,  dans  (2), 


(7; 


M  =  a>i 


X 


y//: 
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Introduisons  maintenant  la  fonction  inverse  de  ?/,  en  considé- 
rant z  comme  fonction  de  //,  z  =  <p(w),  eV  admettons^  ce  que  nous 
établirons  dans  le  Chapitre  des  équations  difTérentielles,  que^  soit 
une  fonction  monodrome  de  u  dans  tout  le  plan. 

Les  valeurs  (5)  de  w,  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  s, 

sont  ici  : 

{  0),-+-  U, 
(  8 )  w  =  '2  /7i  1 0)2  —  a  m^  tfi\-\-  \ 

inversement,  à  ces  valeurs  de  u  correspondent  une  seule  et  même 
valeur  de  z  =  ^(w),  puisque  (p(w)  n'a  qu'une  valeurs!  u  est  donné. 

1°  Donc,  en  premier  lieu,  quand  on  fait  varier  arbitrairement 
les  entiers  /Wj  et /n2,  la  fonction  <p(2m|W2 — amaCOi  +  tOi -h  U) 
garde  la  même  valeur;  ou.  plus  simplement,  on  a 

(9)  o(w-haa),)  =  o(a-+-aa)j)  =  ç(M), 

c'est-à-dire  que  ç(w)  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  a,  aux  périodes  2a)|,  20)2.  Elle  admet  aussi  la  période  20)3, 
mais  à  cause  de  la  relation  — 20)3=20)1-1-51^2,  cette  période 
résulte  immédiatement  des  deux  autres. 

2"  Toujours  d'après  (8),  aune  valeur  de  5  correspondent,  à  des 
multiples  près  des  périodes,  deux  valeurs  de  w,  à  savoir  o)|  -h  U 
et  o)|  —  U,  dont  la  somme  est  2  0)j.  On  a  donc  inversement  : 

(10)  o(a)  =  (p(2a>,—  m)  =  cp(—  m), 

puisque  2  0)|  est  une  période. 

La  fonction  <f{u)  est  donc  paire, 

3®  Faisons  successivement,  dans  (7),  ^  =  e,,  ^2,  e^;  on  a,  en 
tenant  compte  de  (6), 

r''  dz 

pour  z  =  e\y         u  =  o>i  -\-  1       ^=  =  toj, 

.    v/z 


^  =  ^2,  .  M  =   Wj  -t-     /  -^    =  (i>,  4-  0)3, 


d'où  Ton  conclut,  en  utilisant  (9)  et  (10), 

ei=  cpCwi),         ej  =  cp(a),-h  (03)  =  ©(wj), 
C3  =  a>(toi  —  <J^î)  =  ?(W|-+-  wj— -  iWî)  =  «(ws), 
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c'est-à-dire 

(11)  o(o)a)  =  Ca         (a  =  i,si,3). 

Observons,  pour  terminer,  que  les  équations  (6)  ne  définissent 
tO|,  «2,  (Os  qu'au  signe  près,  parce  que  le  signe  change  avec  celui 

de  y/Z;  mais,  quel  que  soit  le  signe,  on  a  toujours 

et  aussi  'f  (coa)  =  ^a?  puisque  ?(w)  est  une  fonction  paire. 

160.  Remarque.  —  On  voit  par  là  comment  les  fonctions  dou- 
blement périodiques  s'introduisent  naturellement  en  Analyse  par 
V inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  il  esta 
observer  que  l'inversion  des  intégrales  de  seconde  ou  de  troisième 
espèces  ne  conduirait  pas  à  des  fonctions  inverses  monodromes. 
C'est  Abel  qui  a  eu  le  premier  l'idée  d'étudier  la  fonction  in- 
verse, guidé  par  l'analogie  avec  l'intégrale  qui  donne  l'arc  sinus; 
il  a  pu  ainsi  découvrir  la  double  périodicité,  propriété  fondamen- 
tale, qui  avait  échappé  à  Euler  et  à  Legendre. 

La  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  d'ailleurs 
s'établir  indépendamment  de  la  considération  des  intégrales  ellip- 
liqueSy  et  de  la  manière  la  plus  simple  :  c'est  ce  sujet  qui  va  nous 
occuper  maintenant.  Nous  verrons  ensuite  comment  ces  fonctions 
|)ermetteat  d'intégrer  les  différentielles  elliptiques,  ce  qui  est 
leur  application  principale. 
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CHAPITRE  m. 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


161.  Définitions.  —  Une  fonclion  /(«),  de  la  variable  imagi- 
naire Uf  admet  la  période  20)  si  l'on  a 

Si  elle  a  plusieurs  périodes,  âco,  2(0',  ...,  il  est  clair  qu'elle 
admet  aussi  la  période  2/?i(o  +  2m'a)'-f-. .  .5  m,  m'y  ...  étant 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

Marquons  dans  le  plan  les  points  u  =  2  mis}  -f-a/w'a)'  +  .  . .  ;  le 
segment  rectiligne  compris  entre  deux  quelconques  d'entre  eux 
représente  une  période,  c'est-à-dire  que  la  quantité  imaginaire 
qui  a  pour  module  la  distance  de  ces  deux  points  et  pour  argu- 
ment Tangle  avec  Ox  de  la  droite  qui  les  joint,  est  une  période. 

On  nomme  fonction  elliptique  une  fonction  méroniorphe  dans 
tout  le  plan^  admettant  deux  périodes:  ce  nom  vient  de  la  rela- 
tion de  ces  fonctions  avec  Tintégrale  qui  exprime  la  longueur  de 
l'arc  d'ellipse. 

Il  est  clair  que  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  elliptique 
sont  elliptiques  aux  mêmes  périodes:  car  elles  sont  méromorphes 
dans  tout  le  plan  (n^  132),  et  l'on  déduit  de  (1),  par  dérivation, 

/'(aM-'2w)=/'(«). 


Théorèmes  sur  les  périodes, 

« 

162.  Lemme. —  Une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan. 
f{u),  gui  admet  une  période  de  module  aussi  petit  qu'on  veut, 
est  une  constante. 
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Soila  celle  période;  //oélanlun  point  non  crilique  poury"(w), 
un  a 

la  fonction /(w)  — /(uq),  qui  eslholomorplie  autour  de  Uq^  admet 
ainsi  deux  zéros,  Uq  et  Uq-^  a,  aussi  voisins  qu'on  veut  l'un  de 
l'autre;  elle  est  donc  (n°  127,  note)  identiquement  nulle  dans  le 
cercle  de  Tajlor  de  centre  w^,  c'est-à-dire  dans  un  cercle  qui  a 
pour  centre  Uq  et  pour  ra^^on  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le 
plus  voisin  de/{u).  En  d'autres  termes, /(u)  est  constant  dans  ce 
cercle  et,  par  suite,  dans  le  plan,  qui  peut  évidemment  élre  re- 
couvert par  une  série  de  cercles  analogues  successifs,  dont  chacun 
a  son  centre  à  l'intérieur  de  l'un  des  précédents. 

163.  Théorème  I.  —  Le  rapport  des  deux  périodes  dUine 
fonction  elliptique  f(^u)  est  imaginaire. 

Nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  (*)  : 

Soit  une  suite  de  quantités  positives  j:,  en  nombre  infini, 
.r|,  X3,  ...,  dont  aucune  n'est  nulle;  deux  cas  pourront  se  pré- 
senter :  1"  ou  bien  une  de  ces  quantités  sera  inférieure  (ou  au 
plus  égale)  à  chacune  des  autres,  c'est-à-dire  qu'il  existera,  dans 
la  suite,  un  nombre  minimum  non  nul;  2^  ou  bien  étant  donnée 
une  quelconque  Xn  des  quantités  x,  on  pourra  toujours  trouver 
Xn^\<^Xn^  puis  x„_|.2  <  ^//+ 1  )  et  ainsi  de  suite.  On  formera  ainsi 
une  série  infinie  de  nombres  décroissants,  jr„,  x,t^^^  ^n-if^t  •••? 
qui  tendent  vers  une  limite  A,  car  une  quantité  variable,  qui  dé- 
croît constamment  et  restant  positive,  a  une  limite.  En  d'autres 
termes,  il  y  a  une  .infinité  de  nombres  j:  compris  entre  A  et  A -f- s, 
si  petit  que  soit  s. 

Cela  posé,  pour  établir  le  théorème  ci-dessus,  admettons 
que  le  rapport  des  périodes  2(02,  2(0{  soit  réel  :  les  points 
«  =  2m|  ii>i -r  2/722 tOi,  que  nous  appellerons  points-périodes^ 
sont  alors  sur  une  même  droite  Om,  issue  de  l'origine.  Parmi  ces 
points,  abstraction  faite  de  O,  cherchons  les  plus  rapprochés  de  O; 
d'après  la  remarque  précédente,  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

I**  Un  des  points  périodes,  P|,  est  plus  rapproché  de  l'origine 
(•)  Voit'  à  ce  sujet  le  n*  2  du  Tome  I. 
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que  tous  les  aulres;  s*®  aucun  n'est  plus  rapproché,  c'est-à-dire 
(|u'il  y  a  une  infinité  de  ces  points  au  voisinage  d'un  point  A,  de 
la  droite  Om, 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  en  effet,  on  pourrait 
toujours  trouver,  au  voisinage  de  A,  deux  points-périodes  dont 
la  distance  soit  inférieure  à  un  nombre  e,  si  petit  qu'il  soit;  il  y 
aurait  donc,  puisque  le  segment  rectiligne  compris  entre  deux 
points-périodes  représente  une  période,  une  période  a,  de  module 
aussi  petit  qu'on  veut  et,  par  suite  en  vertu  du  Lemme,  la  fonc- 
tion y(w)  serait  une  constante. 

Reste  la  première  hypolhèse  :  il  y  a  {/ig.  68)  un  point  P|,  au 


Fig.  68. 


m^ 


moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres.  Le  segment  0P| 
représente  alors  une  période  2Û,  de  module  minimum  ;  les  points 
I^2î  Psî  •••>  l^-i>  •••!  compris  dans  la  formule  2mû,  sont  des 
points-périodes.  Je  dis  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  :  car,  s'il  en  exis- 
tait un,  P,  compris  entre  P2  et  Ps,  par  exemple,  la  période  repré- 
sentée par  le  segment  P^P  aurait  un  module  inférieur  à  P2Ps>  q"' 
est  égal  à  OP,,  c'est-à-dire  inférieur  à  mod2Û.  Les  points- 
j)ériodes  et,  par  suite,  les  périodes,  sont  donc  compris  dans  la 
formule  2mû,  et  il  n'y  a,  en  réalité,  qu'une  seule  période,  2Û. 

Corollaire.  —  Si  une  fonction  elliptique  a  la  période  réelle  1^o^ , 
les  périodes,  autres  que  2m^^ô^^  sont  imaginaires. 

164.  Représentation  géométrique  de  la  double  périodicité.  — 
Le  rapport  des  deux  périodes  étant  imaginaire,  les  points 

u  =  I/o -H  '2miO}i  ■+■  iniidii 

ne  sont  pas  en  ligne  droite;  ils  sont  les  sommets  d'un  réseau  de 
parallélogrammes  dont  les  côtés  représentent  les  périodes  awi, 
2  0)2,  et  dont  un  sommet  est  le  point  arbitraire  u  =  Uq.  Un  quel- 
conque de  ces  parallélogrammes  se  nomme  parallélogramme  des 
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périodes,  La  fonction  elliptique y(w)  reprend  la  mêine  valeur  en 
toas  les  points  honiologucs  du  réseau;  il  suffit  donc  de  connaître 

Fi  g.  69. 


ses  valeurs  et  ses  propriétés  à  Tintérieur  d'un  parallélogramme 
pour  les  connaître  dans  tout  le  plan. 

165.  Théorème  II.  —  Une  fonction  monodronie  ne  peut 
admettre  plus  de  deux  périodes. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  trois  périodes  2(0|,  2(1)2,  atos; 
leurs  rapports,  deux  à  deux,  seront  imaginaires;  sinon,  d'après  le 
thé<»rc^me  I,  la  fonction  périodique  serait  une  constante,  ou  les 
périodes  se  réduiraient  à  moins  de  trois.  Considérons,  dans  le 
plan,  les  points-périodes 

iibstraction  faite  de  l'origine  O;  deux  cas  sont  à  distinguer  : 
1°  l'un  d'eux  est  au  moins  aussi  rapproché  de  l'origine  que  tous 
les  autres;  2^  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  dont  la  distance  à 
l'origine  est  aussi  voisine  qu'on  veut  d'une  limite  p. 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  il  y  aurait,  en  effet,  entre 
les  circonférences  de  centre  O,  de  rayons  0  et  p  -f-  e,  une  infinité  de 
points-périodes,  et,  par  suite,  si  l'on  divise  la  couronne  en  secteurs 
{fiS'  7^)  correspondant  à  un  angle  au  centre  0,  pris  aussi  petit 
qu'on  veut,  un  au  moins  des  secteurs  comprendrait  une  infinité 
de  points-périodes.  Or,  la  distance  de  deux  de  ces  points  étant  le 
module  d'une  période  et  les  dimensions  du  secteur  pouvant  deve- 
nir aussi  petites  qu'on  veut,  on  formerait  ainsi  une  période  de 
module  inférieur  à  toute  quantité  donnée  et,  par  suite  (Lemme), 
la  fonction  y(i^)  serait  une  constante. 

Reste  donc  la  première  hypothèse  :  il  y  a  un  point-période  Pi, 
au  moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres;  soit  2Û|  la 
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période,  de  module  minimuin,  représentée  par  le  segment  OPi- 
Supprimons  maintenant  le  point  Pj  et  tous  les  points-périodes 
situés   sur  la  droite  0P|  ;   le  même  raisonnement  montre  que, 
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parmi  les  points-périodes  restants  (et  il  en  reste,  sinon  tous 
ces  points  seraient  en  ligne  droite,  et  les  rapports  deux  à  deux  de 
2(0|,  20)2,  20)3  seraient  réels),  il  }*  a  un  point  P2,  au  moins  aussi 
rapproché  de  O  que  tous  les  autres  :  la  période  aûj»  représentée 
par  OP2,  est  celle  qui  a  le  module  minimum  parmi  toutes  les 
périodes  dont  le  segment  représentatif  n'est  pas  parallèle  à  OP|. 

D'ailleurs  P2  n'étant  pas  sur  la  droite  0P|,  le  rapport—^  est 

imaginaire;  on  peut  donc  construire  un  réseau  de  parallélo- 
grammes dont  les  côlés  sont  les  périodes  aû^  et  '2Q29  un  des 
sommets  du  réseau  étant  l'origine. 

Tous  les  sommets  du  réseau  sont  des  |)oinls-périodes  :  je  dis 
qu'il  n'}'  en  a  pas  d^autres.  En  effet,  s'il  en  existait  un  autre,  P,  il 


serait  sur  les  côtés  ou  à  l'intérieur  d'un  des  parallélogrammes 
ABCD  du  réseau.  Or  il  ne  peut  être  :  1°  ni  sur  le  côté  AB  (ou  CD), 
car  le  segment  AP  (ou  GP)  représenterait  une  période  de  module 
inférieur  à  modsûi;  a°  ni  sur  le  côté  AD  (ou  BC),  car  le  seg- 
ment AP  (ou  CP)  représenterait  une  période,  de  segment  repré- 
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sentatif  non  parallèle  à  AB,  et  de  module  inférieur  à  modaû^; 
3**  ni  à  l'intérieur  du  parallélogramme,  car  l'inégalité  évidente 
AP  +  PC  <  AD  +  DC  <  2  AD,  c'est-à-dire  <  a  mod  aûj,  montre 
que  Tune  des  périodes  représentées  par  AP  et  PC  aurait  son  mo- 
dule inférieur  à  mod2Û2. 

Les  points -périodes,  c'est-à-dire  les  périodes,  sont  donc  tous 
compris  dans  la  formule  2mi  û|  H- 2/^2^2;  et  il  n'y  a  en  réalité 
que  deux  périodes,  2Û|  et  2Q2. 

L'impossibilité  de  trois  périodes  et,  a  fortiori,  d'un  plus  grand 
nombre,  est  donc  établie.  De  plus,  le  raisonnement  montre  qu^on 
peut  toujours,  parmi  les  périodes,  en  trouver  deux,  2Û1  et  2Q2, 
dont  toutes  les  autres  se  déduisent  :  un  tel  couple  est  dit  couple 
primitif  àe  périodes. 


Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques, 

166.  Théorème  III.  —  Une  fonction  elliptique  qui  ne  devient 
pas  infinie  est  une  constante. 

En  effet,  la  fonction  étant,  par  définition,  méromorphe  dans 
tout  le  plan,  et  ne  devenant  jamais  infinie,  n'a  pas  de  pôles;  elle 
est  donc  holomorphe  dans  tout  le  plan  ;  son  module,  dans  un  pa- 
rallélogramme, et  par  suite  dans  le  plan,  est  limité;  donc  (n®  125), 
cette  fonction  se  réduit  à  une  constante. 

Ordre  d'une  fonction  elliptique.  —  On  dit  qu'une  fonction 
elliptique  est  d'ordre  n  si  elle  a /i  pôles  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  un  pôle  double  étant  compté  pour  deux  et  ainsi  de 
suite.  11  est  clair  que  si  f{u)  est  d'ordre  /i,  f^(u)  est  d'ordre 
p./i;  si  ?(m)  est  d'ordre  /w,  /(")?(")  est  d'ordre  m  -H  n. 

167.  Théorème  IV.  —  La  somme  des  résidus  dhine  fonction 
elliptique  fi  u)^  par  rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes,  est  nulle. 

Car  elle  est  égale,  en  vertu  du  théorème  des  résidus  (n®  134),  à 
rinlégrale 
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prise   sur  le  contour  du   parallélogramme,  dans  Je  sens  posilif. 

Or  les  inlégrales  relatives  à  deux  côtés  opposés  se  détruisent, 

puisqu'en  deux  points  correspondants  (situés  sur  une  même  parai- 


Fifï.  7'* 


210,    du 


1 


Jèle  à  Taulrc  côté),  tels  que  u  et  «',  f{u)  a  la  même  valeur,  el  du 
a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  en  raison  du  sens  de 
parcours. 

168.  Corollaire.  —  //  n^y  a  pas  de  fonction  elliptique 
d^ordre  un.  Car  une  telle  fonction  n'aurait  qu'un  pôle  simple; 
son  développement  autour  de  ce  pôle  a  serait  donc  de  la  forme 

(nM29)  : 

A  désignant  le  résidu;  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  pôles 
intérieurs  à  un  même  parallélogramme  étant  nulle,  on  aurait 
A=  o,  et  a  ne  serait  pas  un  pôle. 

169.  Théorème  V.  —  Une  fonction  elliptique  a  autant  de 
zéros  que  de  pôles  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Car  la  différence  m  —  /?,  entre  le  nombre  de  zéros  et  celui  des 
pôles,  est  égale  (ii°  13S)  à  l'intégrale 


/(«) 


dUf 


prise  le  long  du  contour  du  parallélogramme  dans  le  sens  positif. 
Or  cette  intégrale  est  nulle,  car  la  fonction  f'(u)  admettant  les 

mêmes  périodes  quef{u)^  la  fonction  sous  le  signe  /  est  elliptique, 

et  les  intégrales  relatives  aux  côtés  opposés  se  détruisent  (n"  167). 
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Corollaire.  —  Soient  f{u)  une  fonction  elliptique  d'ordre  n 
et  c  une  constante  :  réquationy(^/)  =  c  a  n  solutions  dans  chaque 
parallélogramme,  car  la  fonction  elliptiquey(  w)  —  c  a  évidemment 
les  mêmes  pôles  que  f{u)  :  elle  est  donc  du  même  ordre  n,  et  a 
dès  lors  n  zéros  dans  un  parallélogramme. 

170.  Théorème  VI.  —  La  somme  des  valeurs  des  zéros  d'une 
jonction  elliptique  est  égale  à  celle  des  valeurs  des  pôles 
contenus  dans  le  même  parallélogramme,  à  une  période  près. 

En  effet,  la  différence  entre  la  somme  des  valeurs  des  zéros  et 
celle  des  valeurs  des  pôles,  dans  un  même  parallélogramme,  est 
égale  (n'^  13o)  à  l'intégrale 


du. 
1 


prise  dans  le  sens  positif,  le  long  du  contour  du  parallélogramme. 
Or,  si  Ton  désigne  par  u  un  point  du  côté  AB  {^fig*  73)  et  par 


Fig.  73. 

D         a-l-SCJa 

C 

//     ■ 

/ 

//    ,, 

Ato, 

/            /                     *        / 

A       M-       2o>.       B 


V  =  U  +  2(1)2  le  point  correspondant  du  côté  CD,  quand  le  point >3 
décrit  CD,  le  point  u  décril  BA,  de  sorte  que  l'on  a  : 

il'oii  l'on  tire 

Mais  aux  points  B  et  A,  pour  lesquels  les  valeurs  de  la  variable  u 
diffèrent  de  20)|,  /(w)  reprend  la  même  valeur;  la  différence  des 
logarithmes  est  donc  un  multiple  entier  de  27C{,  soit  2^*2 ic/ (car 
le  logarithme  n'est  déGni   qu'à  une  constante  2^tc£  près);  de 
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même  la  somme  des  Inlégrales  suivant  BC  et  DA  donne  le  terme 
'idii  2kiTzi^  et  l'intégrale  qui  représente  la  différence  entre  les 
sommes  des  valeurs  des  zéros  et  des  pôles  est  égale  à 


'ITZl 


c'est-à-dire  à  une  période. 

171.  Thôorôme  VII.  —  Une  fonction  elliptique  est  déter- 
minée ;  1°  à  un  facteur  constant  près  lorsque  l'on  connaît  ses 
zéros  et  ses  pâles  dans  un  parallélogramme  avec  leur  ordre  de 
multiplicité]  2**  à  une  constante  additive  près  lorsque  l'on 
connaît  ses  pôles ^t  la  partie  infinie  de  son  développement  auac 
environs  de  chacun  d'eux. 

Car  si  deux  fonctions  elliptiques,  f{u)  et  o(w),  satisfont  aux 
conditions  données,  le  quotient  --- — -  dans  le  premier  cas,  la  diffé- 
rence f{u)  —  'f(w)  dans  le  second,  sera  une  fonction  elliptique 
sans  pôles  dans  un  parallélogramme,  et,  par  suite  (n°  166),  une 
constante. 


II.  —  LES  FONCTIONS  FONDAMENTALES  X,u,  pu,  <^u. 


172.  Il  y  a  des  fonctions  elliptiq^ucs  :  nous  allons,  en  effet, 
former,  d'après  Weierstrass,  des  fonctions, particulières  permel- 
lant  d'exprimer  toute  fonction  elliptique. 

Soient  2(0|,  itù^  deux  quantités  quelconques,  de  rapport  Ima- 
ginaire; par  analogie  avec  la  fonction  colu^  formons  une  fonction, 
méromorphe  dans  tout  le  plan,  admettant  pour  pôles  simples  les 
points-périodes  «  =  *>.  mi  C0|  +  2/?î2W2?   avec  un    résidu  égal  à  i 
[)Our  chacun  d'eux, 

La  méthode  du  n°  138,  2**,  est  ici  applicable,  car  je  dis  que  la 
série 

27 ; ^r  ou,  pour  abréj^ep,  \  —: , 


■^f 
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porte  sur  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 

de /72|  et  mj,  de  — oo  à  -f-oo,  le  système  m|  =  /?22=o  excepté, 
est  absolument  conver<^ente. 

Joignons,  en  edet,  l'origine  O  {fig*  74)  aux  deux  points 
u  =  2/?Wi,  Il  =  7.più2  {a  et  b  de  la  figure),  p  désignant  un  entier 
positif;  construisons  ensuite  le  parallélogramme  ABCD,  de 
centre  O,  dont  deux  côtés,  parallèles  à  06  et  O  a,  passent  par  a 
et  6. 

Pour  )o  =  I ,  on  a  le  parallélogramme  A|  B^  C|  D|.  Considérons 

B       m  b  (2/Hijg)  A 


a,{2/>to,) 


maintenant  les  points-périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABCD  :  il 
y  en  a  ^p  H-  i  sur  chaque  côté,  soit  en  tout  8/?  -f-  4,  et,  en  retran- 
chant les  quatre  sommets  qui  ont  été  comptés  deux  fois,  8/7. 

Soit  fv  l'un  d'eux;  les  figures  ABCD  et  A{B|C|D|  sont  homo- 
thétiques  par  rapport  à  O,  le  rapport  de  similitude  étant/?.  Donc 

mod  w  =  p.Oky 

k  étant  le  point  homologue  de  cv;  et,  par  suite,  si  p  est  le  rayon 
d'un  cercle  intérieur  au  parallélogramme  A|  B|  C^  D, , 

modiv^po         ou         i — < — • 

mou  w       pçj 

2'       i  . 
j — 5>  qui  correspondent  aux  8/?  points- 
périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABCD,  ont  donc  une  somme  infé- 


rieure a 


^'(,^)' 


c'est-à-dire  à 


21                      I 



H.   —  II. 


i3 
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sera  évidemment  inférieure  à 

8/11  I  \ 

quantité  finie.  c.   q.  f.   d. 

173.  La  fonction  $«.  —  Cela  posé,  la  métliode  du  n°  138,  2**, 
nous  fournit  une  fonction  ^u,  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
admettant  ipowv  pôle  simple  chacun  des  points*périodes,  avec  le 
résidu  H-  i  :  cette  fonction  est  définie  par  la  série 


(I) 


w  désigne  toujours  la  quantité    a/Wi  w,  +  2/7Î2W2,   et  la  somme 

,  au  second  membre,  porte,  comme  l'accent  est  destiné  à  le 

rappeler,  sur  toutes  les  valeurs  entières,  négatives  et  positives, 
de  nii  et  m2,  le  système  0,0  excepté.  La  série  (1)  est  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  (n*  138)  dans  toute  région 
finie  R,  ne  comprenant  aucun  point-période. 

174.   La  fonction  pu.  —  On  pose 

(2)  j)M=r  — î'^^, 

c'est-à-dire  que  pu  est  la  dérivée  de  Ça,  changée  de  signe;  pu  est 
donc,  comme  2^;^,  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan 
(n®  132);  ses  pôles  sont  (ibid.)  les  points-périodes,  et  chacun 
d'eux  est  double. 

La  série  qui  définit  Ça  étant  uniformément  convergente  dans  R, 
et  ses  termes  holomorphes  en  u  dans  cette  même  région,  sa  déri- 
vée s'obtient  en  dérivant  terme  à  terme  (n®  117),  ce  qui  donne 

et  la  nouvelle  série  converge  uniformément  dans  R  (ibid.).  Une 
nouvelle  dérivation  donne  de  même 

(4)  P'"  =—  -^  —  ^zl  ; — ' — ^  ="-^^/ — ' — :t' 

la  dernière  somme^  portant  sur  toutes  les  valeurs  de  (p,  zéro 
compris. 
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Remarque.  —  Les  séries  qui  donnent  pa  et  p'w  sont  absolu- 
ment convergentes  dans  R;  montrons-le  pour  pw,  la  démonstra- 
tion est  la  même  pour  p'  u.  On  a  : 


m 


Ofï     -i Tï î     =  "*od  — 


=  mod  [lit 1  mod mod  — ;  : 

\  »p  /  /  a  \*  w^ 

les  deux  premiers  facteurs  du  dernier  membre  demeurant  évidem- 
ment limités,  quelle  que  soit  la  période  (v  (tv^o)',  lorsque  u  reste 

dans  R,  et  la  série  >  j — -  étant  convergente  (n**  172),  la  pro- 
position est  établie. 

175.  Propriétés  de  pw.  —  i"  C'est  une  fonction  paire  de  w,  car 
changer  u  en  —  u  dans  (3)  revient  à  changer  w  en  —  (v,  c'est- 
à-dire  rrii  et  m2  en  — mi  et  — m^^  opération  qui  ne  fait  que 
déplacer  les  termes  de  la  série  (3);  celle-ci  étant  absolument  con- 
vergente, on  a  bien  p( —  u)  ^=pu. 

2**  Les  points  w  =  iv,  comme  on  l'a  vu,  sont  des  pôles  doubles 
de  pu  ;  cherchons  le  développement  de  pu  autour  du  pôle  u  =  o. 

La  relation  (3)  montre  que  pu ^  n'admet  plus  le  pôle  u=zo', 

tv 

c'est  donc,  autour  de  ce  point,  une  fonction  holomorphe,  qu'on 
peut  développer  en  série  de  Maclaurin,  valable  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine  (w  :=:o),  et,  pour  rayon,  la  distance  de 
l'origine  au  pôle  le  plus  voisin  de  pu. 

Soit  pu—-^=^{u),  on  a 
o'(M>=      «y; ! -,  d'où         m'(o)  =  6\-^, 


(<)  Car  à  une  quantité  tv  correspond  une  quantité  — Wy  et  la  somme  des  in- 
verses des  cubes  de  ces  deux  quantités  est  nulle.  De  môme  les  dérivées  d^ordrc 
impair  de  o{u)  sont  nulles  pour  u  =  o. 
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La  formule  de  Maclaurin 


aî 


donne  donc  ici  : 

(  5  )  p  w  =  — ^  -T-  Cl  w*  -f-  Cj  w^  -h . . .  -h  c,i  a'"  -T- . . . , 

étant  posé 

(6)  ^'  =  '2;rî'     '■•  =  52'i 

Le  développement  (5)  montre  bien  que  pu  est  une  fonction 
paire;  il  esta  observer  qu'il  ne  renferme  pas  de  terme  constant. 

3**  La  /onction  pu  est  elliptique^  aux  périodes  2coj,  2t02.  — 
Montrons  d'abord  que  p^  u  jouit  de  celle  propriété.  A  cet  effet, 
changeons  u  en  u-\-  2(0|,  dans  l'expression  (4)  de  p'u;  cela  re- 
vient à  remplacer  w  par  iv  —  2C0|,  c'est-à-dire  mi  par  m^ —  1, 
opération  qui  ne  fait  que  déplacer  les  lermes  de  la  série;  celle-ci 
étant  absolument  convergente,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  de- 
meure inallérée.  La  fonction  p'u  admet  donc  les  deux  périodes 

2(0|,   20)2. 

Or  la  relation 

p'{ii  -{--Util)  —  p'u  =  o 

montre  que  la  fonction 

I 

p(w  -1-2  0)1  )  —  pu 

est  une  constante  c ;  pour  la  déterminer  faisons  u  =  —  W|  ;  il  vient 

C=/?(0)i)  — p(— 0)1)  =  0, 

puisque  J3W  est  paire.  Donc  pw  admet  bien  les  périodes  20),,  2102; 
c'esl  une  fonction  elliptique.  Elle  est  d'ordre  deux,  car,  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  contenant  l'origine,  elle  n'a  que  le 
pôle  double  u  =  o. 

Remarque.  —  pu  n'a  pas  de  période  plus  simple  que  2a)|  el 
2W2,  c'est-à-dire  que  toute  période,  2IÎ,  de  pw  est  de  la  forme 
2mi  (Oi -i- 2m2C02.  En  effet,  jd(2Û),  égal  à  J3(o),  est  infini,  el 
comme,  d'après  (3),  pu  n'a  ])as  d'aulres  pôles  que  les  quantités  <Vj 
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on  91  kien 

dT6.  Propriétés  de  Ca.  —  i®  C'est  une  fonction  impaire  de  u  : 
car,  sî,  dans  le  second  membre  de  (i),  on  changées  en  — wp,  on 
ii^altère   pas  la  série,  cette  opération  ne  faisant  que  déplacer  les 

termes  ;  si  l'on  change  à  la  fois  iv  en  —  iv  et  u  en  —  w,  tous  les 

icrnnes   changent  de  signe,  et,  par  suite, 

!i**  Les  points-périodes  sont,  on  l'a  vu,  les  pôles  (simples) 
de  s^  «/  ;  le  développement  autour  du  pôle  ii  =  o  se  déduit  de  celui 
de  fyii'  On  a 


I 


pu  =  —  -4-  Cl  m'  -+-  Cj  Zt^  H-  .  .  .  , 


d^où,  en  intégrant, 

Cm  = -;7  m' r^w-»  — ...-^  G; 

/£  3  D 

la  constante  C  est  nulle,  car  ^u  doit  changer  de  signe  avec  u  :  donc 

développement  valable  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  u  =  o,  et 
pour  rajon  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le  plus  voisin  de  ^it. 
Observons  que  cette  série  ne  renferme  pas  de  terme  en  u, 
3**  La  fonction  ^u  n'est  pas  elliptique;  de  l'équation 

on  déduit,  en  remontant  aux  primitives, 

Ç(M  -h  2C0|)  =  l^U  -h  9.T,|, 

el  l'on  détermine  la  constante  t^  en  faisant  u^  —  Wi  ;  s  étant  im- 
paire, il  vient 

Si  Von  pose  de  môme 

2Ct>j   étant  une  période  introduite  pour  la  symétrie  et  définie  par 

tOi-i-  «Dj-h  CO3  =  O, 
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on  aura 

(8)  Ç(M-f-2t0a)  =  ;w-H^r4a  (a  =  i,2,3). 

On  en  conclut 

eL,  puisque  (o,  -|-  coaH-  (O3  est  nul, 

(9)  >;i-+-T,î-Hr^3=  o. 

177.  La  fonction  ^u,  —  Introduisons  une  troisième  fonction, 
du^  définie  par  la  relation 

(10)  cfu  =  wc'o  '      , 
qui  entraîne  celle-ci  : 

(11)  —  =  ;ei. 

Je  dis  que  du  est  une  fonction  entière. 

Observons   d'abord    que   X^ii ne   devient  pas   infini,    d'a- 
près (7),  pour  l'origine   0(//  =  o),  point  de  départ  de  l'intégrale 

(|uant  à  cette  intégrale,  elle  prend  des  valeurs  différentes  selon 
le  choix  de  Tare  d'intégration. 

Soit  Lq  un  arc  particulier  allant  de  O  à  u,  sans  traverser  de  pôle 

de  X^ii ;  l'intégrale  (12),  le  long  d'un  arc  quelconque  de  O  à  u, 

est  égale  (n^lol)  à  l'intégrale  le  long  d'un  chemin  fermé  C,  allant 
de  O  à  O,  suivi  de  l'intégrale  suivant  L©;  or  l'intégrale  le  long 

de  C  a  pour  valeur  la  somme  des  résidus  de  Çw >  relatifs  aux 

])ôles  intérieurs  à  C,  multipliée  par  2  7w£,  et  comme  tous  les  résidus 
de  Çw  sont  égaux  à  -h  1,  on  voit  finalement  que  l'expression  gé- 
nérale de  l'intégrale  (12)  est  de  la  forme  2/17:/ 4-  U,  U  étant  une 
Ibnctiou  déterminée  de  w,  et  n  un  entier. 

A  celle  valeur  de  Tinlégrale  correspond,    par  (10),    puisque 
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^a/iit/^-  j^  u„g  seule  valeur  de  <^(u)',  doue  (i u  est  uniforme  dans 

m 

tout  le  plan. 

Les  points  critiques  possibles  de  <^u  sont  d'ailleurs  (n°  100, 
Hemarque)  ceux  de  rinlégraJe  (12),  c'est-à-dire  (n°  110)  ceux  de 

la  fonction  J^w »  ou  les  pôles  de  ^w,  le  point  w  =  o  exceptai. 

jVlais,  au  voisinage  du  pôle  {/ =  (v,  on  a,  puisque  ce  j)ôle  est 
simple  pour  X^u,  avec  le  résidu  H-  1, 

u  —  w 
^{u)  étant  holomorphc  autour  du  pôle.  La  relation  (11) 

3—    =  s"= HC3(U), 

donne  alors,  par  intégration,  au  voisinage  du  pôle  u  =  tv, 

logs'M  =  log(M  —  w)  -T-  'Kw)  +  C, 

et  la  fonction  ^{u)^  ou    /  'f{u)duj  est  holomorphe  autour  de  ce 
point  (n"  110);  on  en  conclut 

ce  qui  montre  que  le  point  u  =  w  est  ordinaire  pour  o*^/,  et  que 
c'est  un  zéro  d'ordre  un. 

Donc  enlin,  la  fonction  uniforme  tiu,  admettant  pour  points  or- 
dinaires tous  les  points  du  plan,  est  une  fonction  entière. 

Hemarque.  —  On   peut  exprimer  ciu  sous  forme  de  produit 
infini  ;  car  on  a,  par  (i), 


u =  7    ( ^-  —  -+-  -— o  ) 


d*où,  puisque  la  série  est  uniformément  convergente  (n**  117,  1"), 


et 


(,a';  zu  —  ue-'*  =  w  ■  ■   M le 


U   \     —  +  «  — , 
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le  produit  rT  s'élendanl  à  loules  les  quanlilés 

w  =  2/nitui-h  ^niiOiij 

zéro  cxceplé.  Celle  formule  montre  que  du  n'a  pas  d'autres  zéros 
que  les  points-périodes  u  =  (v,  qui  sont  des  zéros  simples. 

178.  Propriétés  de  a' a.  —  i°  La  fonction  du  est  impaire,  car 
on  a 


(—M 


d'où,  en  posant  u^=: —  i^  dans  l'intégrale, 

2"*  du^  fonction  enticre,  est  développable  dans  tout  le  plan  en 
série  de  Maclaurin.  Or  on  a,  autour  de  l'origine  m  =  o, 


w         3  5 


d'où,  en  intégrant, 


Cl  c* 

log  tfu  —  lo^u «*  —  —  w^  —  .  .  .  , 


et  la  constante  d'intégration  est  nulle,   puisque,   d'après  (lo), 
'—  est  égal  à  i  pour  u  =  o.  Donc 


^u 


di,  rfaj  ••  •  étant  des  polynômes  en  C|,  Ca,  ....  Ce  développement 
ne  renferme  pas  de  terme  en  u^. 

3°  De  la  relation  (8),  Ç(w  +  2 Wa)  =  ^u-i-  27iaj  on  tire,  en  îq- 
légranl, 

log3'(a  +  20)^)  =  log3'a-+-2r,x"  -^  logCa, 
d'où 

Pour  déterminer  la  constante  C»,  faisons,  dans  cette  formule, 
u= — coa;  il  vient,  puisque  du  est  impaire,  Ca=  —  e-^««<^a,  et, 
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par  s  ni  le, 

(i.î)  a'(M-h2coa)=  — «'^*^'*"*"*^*'<3'"         (a  =  ','i,  3). 

m 

179.   Formules  d'homogénéité.  —  Les  formules 

p(a,  20)1,  2(0*)  rrr    — -  -I-   > , 

Ç  (  M,  •>.  Wi  ,  2  Wj  )    =    -    -1-7     ( 1 1 T    )  1 


f       H  in 


G'(i/,  20),,  2Wj)  =  «ri    e'*'"^î»^(  I—  —  j 

donnenl  immédinlemcnt 


J1(|1M,  2}1W,,  2|J10>,)  =  — ,p(«*,  20>i,  2Wj), 

i 

r(j^Z/,  2[XtO,,  2[10>î)=    -    Ç(£/,2(0,,20)j), 
î'(|XW,  2JJlO>|,  2(X0)2)  =     fX    CCm,  20)|,  20)j), 

•X  désignant  un  paramèlre  arbitraire. 

i80.  Remarque  I.  —  On  a  ainsi  formé  une  fonclion  pu^  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes  : 

I**  Elle  est  elliptique,  et  ses  périodes  sont  deux  quantités  quel- 
conques, 2Cji>i,  2Ci>2,  de  rapport  imaginaire. 

'>i**  Elle  est  d'ordre  deux;  ses  pôles,  dont  chacun  est  double, 
sont  les  points  périodes,  a  =  ami  (o< -j- 2m2  Wo. 

3**  Autour  du  pôle  u  =  o,  le  développement  de  pu  est  de  la 
forme 

^5)  yu=  ---r-  termes  ayant  u  en  facteur. 

Je  dis  qu'il  ny  a  qu'une  fonction  satisfaisant  à  ces  trois  condi- 
tions. En  efTet,  s'il  en  existait  une  seconde,  /(u)^  ayant  aussi, 
autour  du  point  u  =  o,  le  développement 

(  }  bis)  /(")  ~  ~~i  "*"  termes  ayant  m  en  facteur, 


V 
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pu  — /{u)  serait  une  fonction  elliptique  sans  pôles  dans  un  pa- 
rallélogramme des  périodes,  car  elle  ne  devient  plus  infinie  pour 
u  =  o:  ce  serait  donc  (n®  166)  une  constante  :  or,  pour  m  =  o, 
pu  — /(«)  s'annule,  puisque  les  développements  (5)  et  (5  bis)  ne 
renferment  pas  de  lerme  constant;  pu  — /(«)  est  donc  identique- 
ment nul. 

181.  Remarque  II.  —  On  peut  ajouter  que  pu  (et,  par  suite, 
^u  et  c^Uj  qui  se  déduisent  de  pu  sans  ambiguïté)  ne  dépend  en 
réalité  que  du  réseau  des  points-périodes  u  =  2/?«i  W|  +  'Àin-^oy^y 

Kig.  75. 


car,  d'après  la  Remarque  I,  on  peut  définir  complètement  pu  : 
une  fonction  méromorphe,  ajant  pour  pôles  doubles  les  sommets 
de  ce  réseau,  pour  périodes  les  quantités  représentées  par  les 
segments  rectilignes  joignant  deux  quelconques  de  ces  points,  et 
développable,  autour  du  pôle  a  =  o,  sous  la  forme 

pu  =  — r  -h  termes  ayant  u  en  facteur. 
'  u^  "^ 

Or  le  réseau  des  points  2/ni  Wi  -|-  amoWa  peut  s'obtenir  (/ï^.  ^5) 
en  partant  d'autres  périodes  que  2C0|  =  0A  et  2W2  =  AB;  par 
exemple,  les  parallélogrammes  construits  avec  2(0,  =  OA  et 
2(0<-|-2C02  =  0B  auront  pour  sommets  les  points  2mi  W|-|-2mco2, 
et  ces  points  seulement.  La  fonction  pu,  construite  avec  les  pé- 
riodes 2i0|  et  2C0|  +  2(1)2  sera  donc  la  même  que  celle  construite 
avec  2(o,,  2(02. 

D'une  manière  générale,  les  réseaux  de  parallélogrammes 
construits  avec  les  deux  systèmes  de  périodes  (20/1,  2CO2)  ei 
(2w^,  2W2),  et  dont  un  sommet  est  à  l'origine,  auront  les  mêmes 
sommets  :  1°  si  les  sommets  du  réseau  (^w'p  2W2)  appartiennent 
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au  réseau  (2(0,,  20)2),  c'esl-fi-dire  si  Ton  a 

(a  el  [Jt  entiers); 

a®  si  les  sominels  du  réseau  (2co<,  2102)  appartienneul  au  réseau 
2  co'j  <,  ^^««^'27  c'est-à-dire  si,  réciproquement,  l'on  peut,  des  équations 
précédentes,  tirer  20)1,  2W2  sous  forme  de  fonctions  linéaires 
de  2  co*^,  2  (o'jj,  à  coefficients  entiers  :  il  faut  pour  cela  que  Ton  ait(') 

Les  sj^stèmes  de  périodes  (2a)<,  20)2)  et  (2<o', ,  20}'.^)  sont  alors 
dits  équwalentSy  et  les  fonctions  pu  construites  avec  deux  sys- 
tèmes de  périodes  équivalentes  sont  les  mêmes. 

On  nomme  système  de  périodes  priniitwes  ou  système  pri- 
tnitify  tout  système  équivalent  au  système  20)1,  20)2  qui  a  servi  à 
construire  pw.  En  particulier,  le  système  2  6C0|,  2  7|(02  (s  et'/;  dési- 
g^nant  dzi)est  un  système  primitif. 


III.  —  RELATION  ENTRE  pu  ET  pu. 


182.   Il  y  a,  entre  pu  et  pi u^  une  relation  algébrique  qu'on 
formera  comme  il  suit. 

(  *  )  En  effet,  on  a,  en  tirant  3(i>i  et  -Ju,, 

2  0)'  JJL,—  -iO)^^,  —  2WJ  U.,-i-  20)'-  A, 

A,  {Xj—  Aj}!.,  A,  ftj — AjîXj 

Il  faut  que  les  quotients  de  Xp  jXp  X^,  {i^  par  \\i.2 — X^tx,  soient  entiers;  soient 
/i,  /''n  ^21  ^7  <^®s  quotients.  On  a 

>.,  — /,  (X,  IXj— X,|i,),        etc., 
d'où 

c'est-à-dire 

(X.iXj  — X.,ix,)  (/iZ/ij— /jW,)  =  I. 

Les  deux  facteurs  du  produit  étant  entiers,  chacun  d'eux  doit  être  ±n.  Hcci- 
nroquconent,  si  X,[jlj — X3IX,  =  ±i,  les  équations  (co)  donnent  bien  20),,  20)2  sous 
forme  de  fonctions  linéaires  de  2(i>',,  2(0'^,  à  coefficients  entiers. 
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On  a,  autour  du  point  m  =  o, 


I 


ce  qui  montre  que  p' u  est  une  fonction  elliptique  d'ordre  3  :  car 
elle  ne  peut  admettre  dans  un  parallélogramme  contenant  Tori- 
•^ine  d'autre  pôle  que  celui,  u  =  o,  de  pu,  et  ce  pôle  est  d'ordre  3 
pour  p' u  {voir  aussi  le  n*  132). 

On  déduit,  des  deux  développements  précédents, 

(  l)  p'*  u  —  ip^U  —  --10—i  —  28  Cj  -h  A  M*  -h 

Or  la  fonction  elliptique  p''^  u  —  4p' ^  +  20C|  pw  4- 28C2  ne 
peut  avoir  comme  pôles  que  ceux  de  pu;  mais  il  est  clair,  en 
vertu  de  la  relation  précédenle,  qu'elle  n'a  plus  de  pôle  à  l'origine 
et  s'annule  môme  pour  u  =  o.  C'est  donc  une  fonction  elliptique, 
aux  périodes  2C0|,  aw^,  et  sans  pôle  dans  un  parallélogramme  des 
périodes  contenant  l'origine;  elle  se  réduit  dès  lors  (n®  166)  à  une 
constante,  qui  est  zéro,  puisque  la  fonction,  d'apW^s  (i),  est  nulle 
pour  w  =  o.  Donc  on  a 

^''2  et  gz  désignant  respectivement  20C|  et  28C2.  Ce  sont  des  fonc- 
tions de  2Wi  et  2(1)2,  comme  tous  les  coefficients  du  dévelop- 
pement de  pu  autour  du  pôle  u  =  o;  d'ailleurs  les  expressions  de 
ri  et  de  Cj  en  fonction  des  périodes  ont  été  données  au  n**  17S, 
(•quations  (6). 

183.  On  déduit  de  (2)  par  dérivation,  et  après  suppression  du 
facteur  commun  ap'w, 

<3)  j/w  =  6p»a-  ^^j; 

puis,  par  des  dérivations  successives, 

/    p'"  u   r=  I2pa  p'  Uy 

<  î  )  '  p'^  u  =  1 2p'*  a  -h  i2p  w  (  6p-  u  —  7  ^1  ) > 
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et  ainsi  de  suite;  ce  qui  montre  que  les  dérivées  p"«,  <p'"''j  ••• 
s'expriment  par  des  polynômes  en  pu  et  p' u, 
La  relation 


I 


p'a  =  6p«M—  -^j 


•2 


permet  d'exprimer,  en  fonction  de  g2  et  ^3,  les  coefficients  c«  du 
développement  du  pu  autour  du  pôle  //  =  o.  Remplaçons-y  eneflet 

j)  u  par  —;  -f-  Cl  a»  -h ...  H-  Cl  u^"  -h . . . 

(^ 

ji  u  par  — r  -h  •;►  C|  -h . . .  -h  a  /i ( «2  n  —  i )  c,»  «'"-^  -+-..., 

et  Identifions  les  coefficients  de  w-"""^  dans  les  deux  membres; 
nous  trouvons 

2  /l  (  2  n  —  I  )  C,;  =  6  (  2  C,j  -h  2  C|  C/|_î  -f-  2  Cj  Cn-3  H-  . . .  ), 

ou 

c„(2/i2—  n--{j)  =  G(ciC;i_,-HCjC„_j-!-...;, 

formule  de  récurrence,  qui  exprime  c„  en  fonction  entière  de 
c^J  C2y  -••7  C/i_i,  dès  que  /i  dépasse  2.  Donc  C3,  C4,  -..,  c,,,  ...  sont 
des  polynômes  entiers  en  C|  et  Co,  c'est-à-dire  en  ^a  et  ^3.  On 
trouve  ainsi 


*  M*        20  28  1200  bibo 


184.  Rappelons  que  nous  avons  introduit  (n°  176)  une 
période  203,  conséquence  des  deux  autres,  et  définie  par 

tOl-f-  tOj-h  0)3=  O. 

Posons 

(6)  fPi»>i=eu         pw,=  et,         j)a)3=<?3. 

Ces  trois  quantités  sont  distinctes,  car  la  fonction  elliptique 
pu  —  pw,i,  où  Wo  est  une  constante,  a  les  pôles  de  pu]  c'est  donc 
une  fonction  du  second  ordre,  et  qui  n'a,  dès  lors,  pas  d'autres 
zéros  que  les  deux  zéros  évidents  u  =  ±  Uq  -{-  Période.  On  ne 
pourrait  donc  avoir  pco,  =  più2  que  si  W|  dz  (02  était  une  période, 
ce  qui  n'est  pas  (n°  175,  Remarque), 

Les  points  w  =  W|,  (1)3,  co;,  sont  les  zéros  de  p' u)  on  a  en  effet 
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à  cause  de  la  périodicité  de  j)'w,  c'est-à-dire 

car  pu  étant  paire,  p' u  est  impaire. 

Donc  2p\(ùoi)  =  o  :  d'ailleurs  p'u^  qui  est  d'ordre  3,  n'a  pas 
d'autres  zéros  que  W|,  toa,  W3,  à  des  périodes  près. 

Le  polynôme  4p^^^  —  ©2^"  —  ^3  (=p'^")  s'annule  ainsi 
pour  u  =  ti)a^  c'est-à-dire  pour  pu  =  e^^  ej,  ^3  ;  il  peut  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

(7)  4p'  —  5'î  P  —  ^3  =  Hp  —  ^1  )  (p  —  ^t)(p  —  «î). 

d'où 

ei-\-  ei-h  6^=  o, 

I 
e,e,H-e,e3-he,e8  =  —  -fin, 

4 

I 

4 

I80.  Invariants.  —  On  appelle  g^  et  ^3  les  invariants  du 
réseau  des  points  périodes  w  =  awi  iO|  4-  am^oja»  Ces  constantes 
en  etTet  sont  déterminées  par  la  relation  (2)  quand  la  fonction  pu 
est  connue  ;  elles  ne  dépendent  donc,  comme  p  w,  que  des  sommets 
de  ce  réseau. 

On  nomme  invariant  principal  on  absolu  Aepu  (ou  du  réseau 
des  points-périodes)  la  quantité  ^^  *•  S\'  Cette  fonction,  comme  ^^ 
et ^3,  ne  dépend  que  des  sommets  du  réseau  :  c'est  donc  une  fonc- 
tion (0(2 a)|,  2CO2),  qui  ne  change  pas  quand  on  remplace  scoi 
et  2  0)2  par  un  système  de  périodes  équivalent;  c'est-à-dire  (n**  181 1 
que  Ton  a 

a,    6,  c,   d   étant  des   entiers    assujettis    à    l'unique   condition 
ad  —  bc=^±\. 

Mais  les  équations  (6)  du  n«  173,  à  savoir 


^1=  20  C| 


=   6o2' 


(  2  /ni  Wi  -H  2  //Ij  (1)*  )  » 

(9) 


/  ^'3=  2801=  140  7 

\  ^à  ( 2  mi  a>i  H-  2  ms  co] 


moDlrenl  que  gi   cl  ^3   sont  fonctions  homogènes  de   W|,    to^, 
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Cl  de  degrés  rcspeclîfs  —  4  et  —  6;  donc,  l'invariant  absolu  gl  l  gl 
est  aussi  fonction  homogène  de  co,,  (O2,  et  de  degré  —  ia+  12,  ou 

zéro  :  c'est,  par  suite,  une  fonction  du  rapport  — -  ('). 
Si  donc  on  pose 

on  aura,  par  (8), 


^' 


(•Jl  U>  j  \    /  2  a  W 1  -4-  "2  ^  tO  j  \ 


En  désignant  le  rapport  — -  par  p,  on  obtient  ainsi  une 
fonction,  évidemment  monodrome  (^),  ?(p),  qui  ne  change  pas 
quand  on  remplace  p  par  — — ^,  a,  6,  c,  d  étant  des  entiers  arbi- 
traires, tels  que  ad  —  bc  =  ±i.  C'est  ce  qu'on  nomme  une  fonc- 
tion modulaire,  parce  que,  dans  l'ancienne  notation  de  Legendre, 
le  module  k^  joue  le  rôle  de  Tinvariant  absolu  :  depuis  leur  inven- 
tion par  Hermite,  ces  fonctions  ont  donné  lieu  à  d'importants 
travaux,  et  elles  ont  été  généralisées  d'une  manière  éclatante 
par  M.  Poincaré,  sous  le  nom  de  fonctions  fuchsiennes  ou  auto- 
morphes. 

186.   Remarque.  —  Si  dans  la  relation 
on  pose 

pu  =  Zf 

on  a 


^^=/4^»-^«^— ^3; 


(*)  Car,  si  f{x,  y)  est  homogène,  de  degré  zéro,  en  x,  y^  on  a,  par  le  théo- 
rème des  fonctions  homogènes 

c'est-à-dire  que  le  jacobien  de  ^(ar,  ^)  et  de   -    est  nul.  Donc  9  est   fonction 


-  (î) 


X 


(^)  Car,  d'après  (9),  g^  et  g^  ont  une  valeur  unique  et  déterminée  quand  on 
se  donne  les  périodes  3(0j,  au,. 
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d'où,  {^0  et  ^0  désignant  des  constantes  convenables, 


a  =  Mo  -f- 


/ 


On  voit  ainsi  que  z  =pu  est  la  fonction  inverse  d*une  inté- 
grale elliptique  ii  de  première  espèce  (n®*  lo8-lS9).  On  reviendra 
sur  ce  point  au  n**  204. 


IV.  —  EXPRESSIONS  DIVERSES  D'UNE  FONCTION  ELLIPTIQUE. 


187.  Une  fonction  elliptique  quelconque/(«),  aux  périodes  acoi , 
Q0)2,  peut  être  exprimée,  soit  par  les  fonctions  a*,  soit  par  les 
fondions!^,  soit  par  les  fonctions  p,  construites  avec  les  mêmes 
périodes. 

expression  par  un  quotient  de  d, 

188.  Formule  de  Jacobi.  —  Soient,  dans  un  même  parallélo- 
gramme des  périodes,  ai,  «2?  •••^  ^/i  les  pôles  de  f{u)\  6|, 
621  •  '  • }  b,i  ses  zéros.  Ou  sait  (n"  170)  que  l'on  a 

(10)  ajH-  aj-r. .  .-H  a,»  =  ^i -h  ^j-T-..  .-h  6rt 4-  »', 

iv  étant  une  période.  Je  dis  que 

/(u)  _  3'(a  — ^i)a'(«  —  /->2  ). .  .3'(^^  —  b„ — w) 
G      "  ^{u  —  a|)...3'(a  —  «/,  ) 

C  étant  un  facteur  constant.  En  eflet  le  second  membre,  ^(u)y 
évidemment  méromorpbe  dans  le  plan,  est  une  fonction  ellip- 
tique, aux  périodes  2(0|,  20)2  :  car  si  l'on  change  u  en  w-f-atoi, 
par  exemple,  il  se  reproduit,  en  vertu  de  la  formule  (i4)  du 
n"  178  ('),  multiplié  par  le  facteur 

/ I  yi  g-<-îr,,(//M  +-«<!),— //,-/>^— ...—/>>„— w' 

qui  est  égnl  h  l'unité,  d'npr^s  (10). 
(')  Celle  formule  est 


l 
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La  ronclion  elliptique,  o(u),  a  d^ailleurs  évidemment  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  pôles  que /(;/);  elle  n'en  diffère  donc  (n**  171) 
que  par  un  facteur  constant.  c.  q.  f.  d. 

Expression  par  la  /onction  ^  ^^  ses  dérivées. 

189.  Formule  d'Hermite.  —  Supposons  qu^on  connaisse,  dans 
un  parallélogramme  des  périodes,  les  pôles  a,  fc,  c,  ...,  /,  de/(^^), 
et  les  parties  infinies  du  développement  dey(e^)  autour  de  chacun 
d'eux  : 

autour  de  rt ^ h —7  -4- ...  h , 

{  u  —  a)^       {u  —  a  j* -1  a  —  a 

• • > 

autour  de  / 7^  -h...  H ;• 

{u  —  i)^  u  —  l 

On  aura  A|  +  B| -f-r .  .-|- L|  =  o,  car  la   somme  des  résidus 
de /"(«),  dans  un  parallélogramme,  est  nulle  (n°  167). 
Je  dis  que 


/(w)=      AiC(a-a)-Aî;'(w-«)  +  ...+  7rzrTrA«^''"*("-«) 


(a-i)! 


+  Bi;(m— 6)  — ... 

-h  const., 

^',  ^^j  .  .  •  ?  s*~*?  • .  .  désignant  les  dérivées  successives  de  s» 

En  effet,  le  second  membre,  évidemment  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  F('^)î  est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  acoj, 
2(i>2  :  car  i^^^u,  !^"w,  ...  qui  sont — pw,  — p'if^  ...  sont  ellip- 
tiques; 2"  ^(u  —  a),  Ç(w  —  6),  ...  se  reproduisent  augmentés  de 
?.Tj5t  quand  on  ajoute  2c0oi  à  w  (*);  de  sorte  que  F(w)  se  reproduit 
augmentée  de  27i3i(A| -h  B, -{-... -f- L,  ),  c'est-à-dire  de  zéro.  La 
fonction  F(a)  est  donc  bien  elliptique  aux  périodes  2W|,  20)2. 


(')  En  vertu  de  la  formule  (8)  du  n»  176 

II.  —  II.  14 
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Ses  pôles,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  sont  mani- 
festement  a,  6,  ...,/;  aux  environs  de  l'un  d'eux,  a^  on  a 

tiu  —  a)  = h  une  fonction  finie  pour  w  =  a, 

^  ^       u  —  a  ' 

V(u  —  a)  =  —  r ■+- une  fonction  finie  pour  w  =  a, 

'  (m  —  a)*  *^ 

(a 0  î 

C*~*(w  —  a)  =  ( —  i)*-* h  une  fonction  finie  pour  u  =  a, 

d'où,  pour  la  partie  infinie  du  développement  de  F(«)  autour  de  a, 
l'expression 


''*i 


On  voit  ainsi  que  les  deux  fonctions  elliptiques,  aux  mêmes 
périodes  et  aux  mêmes  pôles,  F(w)  et  /{u),  ont  mêmes  parties 
infinies  aux  environs  de  leurs  pôles;  leur  différence  est  donc  une 
constante  (n^  171).  On  déterminera  la  constante  en  donnant  à  u 
une  valeur  particulière.  c.   q.  f.   d. 

190.  Intégration.  —  La  formule  précédente,  due  à  Hermite,  .se 
nomme /ormwfe  de  décomposition  en  éléments  simples;  elle  per- 
met de  trouver  Vintégrale  d'une  fonction  elliptique,  car  chacun 
des  termes  du  second  membre  de  (12)  s'intègre  immédiatement  ; 

l'intégrale  de  ^u  est  logo'M,  puisque  Çw  =  ^^— •  L'analogie  avec  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples  esi 
évidente. 

Trois  expressions  par  la  fonction  p  et  ses  dérivées, 

191.  Première  expression.  —  Ce  mode  d^expression  s'obtient 
par  une  combinaison  des  deux  précédents. 

Soient,  dans  un  parallélogramme,  ai,  a:i,  ...,  a„  les  pôles, 
/>,,  60»  •••?  l^n  les  zéros  d'une  fonction  elliptique /(w);  on  a, 
par  la  formule  de  Jacobi  (n**  188), 

J  in)  —  v-i -, r  ^ :  « 

•^  <^{u  —  a  I  ) . . .  j  (  «  —  rt  «  ) 
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iv  étant  une  période  telle  que 

(i3>  ai-i- aj -h.  ..-+-«,»=  ^i-f-  ôj -h. ..  -f-  6,,-^  tv. 

Si  6  est  une  constante  définie  par 

6  -h  ai -h  aj -h . . . -h  a«  =  G, 

on  a,  en  vertu  de  (i3), 

6  -h  ^1  -h  6j  -h . . .  -h  ô«  -h  w  =  o, 

et  l'on  peut  écrire  identiquement  : 

fcr(M  — 6i)..  .o'fM  --  b,^—  w)f(ii  —  0)"l 


/(")  =  G 


[a'(//  — rz,  )..  .fin  —  a„)f{u  —  0)1 
ô'^^iw  J 


Le  dénominateur  de /(a),  a  savoir — ^ — ; — — , 

est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  2(o,,  2Ci>2,  en  vertu  de 
la  relation  «i  +  a2-r-. .  .-H  «„+  6  =  o  (n°188),  et  il  en  est  de 
même  du  numérateur.  Revenant  au  dénominateur,  nous  voyons 
(|ue  c^est  une  fonction  qui  admet  dans  un  parallélogramme  le  seul 
pôle  a=  o,  avec  l'ordre  /i  + 1  de  multiplicité  :  donc,  d'après  la 
formule  d'Hermite,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

—  a  -h  ao  Ç  M  H-  «1 Ç'  a  -:- . . .  -i-  a„  j;^'*'  u  ; 

les  0C|  étant  des  constantes.  D'ailleurs  le  coefficient  de  ^u,  à  sa- 
voir ao,  est  nul,  puisqu'il  représente  à  lui  seul  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  par  rapport  aux  pôles,  et  que  cette  somme 
est  nulle  (n^  167).  Le  même  raisonnement  s'appliquant  au  numé- 
rateur de /(a),  il  vient  ainsi,  en  remplaçant  ^'(u)  par  — pu,  ^'^  it 
par  — p'«/,  etc., 

C'est  là,  pour  une  fonction  elliptique  d'ordre  /i,  une  expression 
par  le  quotient  de  deux  fonctions  elliptiques,  linéaires  chacune 
en  pu,  pu,  p'Uj  ...,  J3^""'^«,  d'ordre  w  +  i,  et  avant  un  zéro 
comniun,  0. 

192.  Deuxième  expression.  —  On  en  déduit  une  expression  à 


i 
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l'aide  de  pu  et  p' u  seuls.  Car  (n^*  183)  pi' u^  p"'f/,  ...  s'expriment 
par  des  polynômes  en  pu  et  p' u]  f{u)  est  donc  le  quoticDl 
de  deux  poljnomes  en  pu  et  p'w,  c'est-à-dire  une  fonction  ra- 
tionnelle àe  pu  el  p' u.  Ainsi  : 

Toute  fonction  elliptique  aux  périodes  2<0|,  2.  iù.^  s^ exprime 
rationnellement  à  l'aide  des  /onctions  pu  et  p' u  qui  ont  les 
mêmes  périodes, 

193.  Corollaire  I.  —  Deux  fonctions  elliptiques,  f{u)  et  <p(«^), 
aux  mêmes  périodes  (2W|,  2CO2),  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique. Car,  par  ce  qui  précède,  on  a 

f{u)  =  fonct.  rat.  de  (pu,  p'w),  ?('*)  =  fonct.  rat.  de  (pu,  p'«) 

et 

p'^(u)  =  ipUi  -  ^ipu  —  ^3 ; 

en  éliminant  pu  et  p'u  entre  ces  trois  relations,  on  obtient  bien 
une  relation  algébrique  entre /(«)  et  ^{u). 

Il  est  facile  de  trouver  directement  le  degré  de  celte  relation, 
par  rapport  à  y  et  o.  Soient,  en  effet,  m  et  n  les  ordres  respectifs 
des  deux  fonctions  elliptiques  /{u)  et  'f  (w)  :  à  chaque  valeur  de 
/{u)  correspondent,  dans  le  parallélogramme  des  périodes  com- 
munes, m  valeurs  de  u  (*),  et,  par  suite,  m  valeurs  (au  plus) 
de  'f(w).  L'équation  entre/ et  ©  est  donc  de  degré  m  (au  plus) 
par  rapport  à  <p,  et  de  degré  n  (au  plus)  [)ar  rapport  à /. 

194.  Corollaire  II.  —  Il  existe  une  relation  algébrique  entre  une 
fonction  elliptique /(w)  et  sa  dérivée  /'(u). 

195.  Troisième  expression.  —  Revenons  à  la  formule 

f(u)  =  G  —  , • 

•^  ^  a'(«  —  ai)...a'(/A  —  cin) 

Soit  a  une  constante  définie  par 
(14 )  na  =  «i-h  aj-h. .  .-+-«„; 


(')  Car  la  foDClion  elliptique /(m)  —  c  a  autant  de  zéros  que  de  pôles,  c'est- 
à-dire  m. 
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on  a  aussi,  en  vertu  de  (i3), 

{i4')  na  =  61-+- 6j  +  ..  .-h  6rtH- IV, 

el  Ton  peut  écrire 

r^(u  —  bx), .  ,^(u  —  bn —  w)"j 
^Hu-a)  J 


/(a)  =  C 


[:j{u  —  a\). .  .^{u  —  an  )T 


Le  dénominateur  el  le  numérateur  de  f{u)  sont,  d'après  le 
n**  188  et  les  relations  (i4)î  (*4')î  ^^^  fonctions  elliptiques;  elles 
n'ont  comme  pôle  que  u  =  a,  multiple  d'ordre  n  :  donc,  en  vertu 
de  la  formule  d'Hermile,  toutes  deux  sont  de  la  forme 

—  a-haoïCif  —  a)  -h  a,  Ç'(a  —  a)  -h. .  .-h  a,i_|Çt«-ïHa  — a), 

le  résida  a©  étant  nul  (n**  191);  et  de  là  résulte  pour /"(«/)  l'ex- 
pression nouvelle  : 

•^  7, -^  aip{u  —  (i) -^  %i]}\u  —  a)  -t-. .  .-h  a,t-i]y'^-^^{u  —  a) 

C'est  une  formule  analogue  à  celle  du  n°  191;  seulement  ici  le 
numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  elliptiques  du 
même  ordre  n  quey(//)  :  de  sorte  que  les  zéros  du  numérateur  sont 
exactement  ceux  de /(w),  et  les  zéros  du  dénominateur  exacte- 
ment les  pôles  de /(//).  La  constante  a  n'est  pas  quelconque,  elle 
est  définie  par  (i4)  ou  (i40  en  fonction  des  pôles  ou  des  zéros 
de/(«). 


V.  —  FORMULES  D'ADDITION. 


196.  Soit  V  une  constante.  Exprimons  la  fonction  elliptique  du 
deuxième  ordre  de  u,  pu  —  p^,  par  un  quotient  de  tf.  Les  zéros 
de  cette  fonction  sont  u=ih  i^;  ses  pôles,  le  pôle  double  u  =  o  : 
la  somme  de  ces  zéros  est  égale  à  celle  de  ces  pôles,  c'est-à-dire 
que  la  période  désignée  par  w  au  n"  188  est  nulle. 

Donc  on  a 

pu  —  p  t>  =  G — . 
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Pour  déterminer  C,  égalons  les  parlîes  infinies  des  deux  mem- 
bres pour  M  =  o;  il  vient,  puisque  pw  =  —  +..., et rfw  =  «-+-..., 

Cv 


I 

=  L* : 9              clou              Cl  = • 

On  a  ainsi 

0 

a'(i/-+-(?)a'(w  —  p) 

formule  importante,  dont  nous  allons  déduire  celles  d'addition 
de  ^  et  de  p. 

197.  Formule  d'addition  pour  Cm.  —  Dérivons  logarithmique- 
ment  les  deux  membres  de  la  formule  précédente  par  rapport  à  ii^ 
puis  par  rapport  à  p;  il  vient,  puisque  la  dérivée  logarithmique 
de  rfw  est  ÎJw, 

(i6)  — ^ =  Ç(a-h  v)  -f-;(;£  —  t')  — aÇw, 

(17) =  Ç(mh-p)  — Ç(w-  v)  —  itiv, 

pu  —  pv 

et,  par  addition, 

/ox  v/  XV  V  ip'a  —  p'c 

(f8)  Ç(i/-+-t>)  =  ;a-{-Çf -I-  -  ^- ^— . 

z   pu  —  pv 

C'est  la  formule  d'addition  des  arguments  pour  ^u.  Par  sous- 
traction : 

(19)  Ç(«  — t')  =  Çw  — Çi'-h-  ^ *- 

•À    pu J) l' 

198.  Formule  d'addition  pour  pu,  —  Dérivons  la  relation  (18) 
successivement  par  rapport  k  u  elk  ç;  il  vient 

"^  '^  '?.pu  —  pv        -a      (pw  — pi')* 

(  20  )         ' 

i  .  .  I         p'i'  I   p'vip'u  —  p'i') 

1  1  pu  —  pv       1     (pw  — p^';* 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  remplaçant  p" u  et  p^v  par 
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6ps— i^j(n»183),Uvieni: 

—  *XViUl-\'Ç)  =  —  pz/  —  p(>-H  -  2 ^ ^ i s.  , 

^^  À    pu  —  pv         x   (pu — pv)^ 

on,  en  réduisant, 

—  9.p(«^-+-i>)  =  'lipu-hi^v) (  '^ î—  )   , 

et  finalement  : 

C^esl  la  formule  d^addilion  des  arguments  pour  p,  symétrique 
en  u  et  i^,  tandis  que  les  formules  (20)  ne  le  sont  pas. 

Remarque,  —  Les  formules  d'addition  conduisent  à  celles  de 
multiplication  ;  faisant  tendre  u  vers  v  dans  la  dernière,  on  a 

4\pp/        4  piv 

d'où  p(^v).  En  dérivant,  on  aurait  p'(2v);  faisant  ensuite,  dans 
la  formule  d^addition,   «  =  2r,  3r,    ...,    on   obtiendra  p(ii^), 

De  même,  la  formule  (18),  où  l'on  fait  tendre  u  vers  r,  donne 

V/  V  I      P'^ 

2  j)  p 

idi).   Cas  particuliers  du  théorème  d'addition.  —  Soit  i^=  ii=  (Oa  ; 
on  a,  diaprés  la  formule  d^addition  de  pu, 

,     ^       .  I         piu  (pw  — «s)(pw—- «y) 

4(pw  — ea)*  pu  — Col 

d'où 

p(î«ifca>a)  =  —- ^— -[(P«  — «?)(pw  — ey)--(p«a  — cj)] 

p  t*  vOl 

=  <?a-î > 

pa  — ea 

en  tenant  compte,  dans  les  calculs,  de  la  relation  ea-h  e^-\-  ey  =  o. 

(*)  On  trouvera  des  formules  de  multiplication  plus  élégantes  dans  le  Traité 
d'Analyse  de  M.  Jordan  (Tome  II,  2*  édition,  p.  280  et  suiv.). 
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VI.  -  LES  FONCTIONS  /j) u  -  e^  ET  ^nii. 


200.  Les  fonctions  ^m{u).  —  Dans  la  formule 

pu  —  pç  = ^ — ^ — • 

faisons  v  =  coa,  il  vient 

(22)  pu  —  eoL  = ^^ .       / —' 

Or,  d'après  la  formule  (i4)  du  n**  178,  à  savoir 
on  a 

D'où,  en  remplaçant  dans  (22)  ^(w  —  Wa)par  <?~2t;« «($•((/ -j-tOfl^), 

OU 


(24)  /j)w  —  ea  =  e-TQa" 


a*  Il  a'oja 


Le  radical  \/p u  —  e^  est  donc,  dans  tout  le  plan,  une  fonction 
monodrome  et  méromorphe  de  u  (*);  la  détermination  de  ce 
radical  que  donne  le  second  membre  de  la  formule  précédente 

est  celle  qui,  pour  u  voisin  de  zéro,  a  la  valeur  principale  -• 
On  pose 

(25)  (Ta w  =  e-'îa" -1— tl  (a  =  i,2,  3), 

acoa 

de  sorte  qu'on  a 

(26)  /p?/  — ^a=  -*-• 

j  II 


(*)  De  même  la  fonction  \/i  —  cosw,  ou  \'i  sin  ->  est  méromorphe. 
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On  n'aura  pas,  dans  ce  Cours,  à  faire  usage  explicitement  des 
fonctions  d^  u,  d^o  u,  d'à  u. 

On  désigoe  également  par  d'oïo(w)  le  second  membre  de  la  for- 
mule (24)»  voici  quelques  propriétés  des  trois  fonctions  c^aoj  4"^ 
interviennent  dans  plusieurs  questions  d^Analj'se  et  de  Mécanique. 

201.  La  relation  pu  —  ea=<3'2o(w)  montre  que  le  carré  de  la 
fonction  monodrome  c^ao(2^)6st  une  fonction  paire  et  doublement 
périodique;  donc,  si  Ton  change  u  en  — u  ou  en  w -f- Période, 
cJ'oto  se  reproduit  multiplié  par  db  i  :  il  s'agit  de  lever  Tambiguïté, 
ce  qu'on  fait  aisément  en  donnant  à  u  des  valeurs  particulières,  et 

en  se  rappelant  que,  aux  environs  de  it  =  o,  c^ao(w)  =  — I-  — 
On  établit  ainsi  les  formules  : 


< 


o'aoC —  «)  =  —  3'ao('0*  ^^  vérifie  le  signe  en  faisant  w  =  e, 


(•27)    '.  0'ao(M-h'^.tocj)=--3'ao(w).  »  »  «  =  — wp, 

La  fonction  <3'ao(")  est  donc  doublement  périodique;  ses  pé- 
riodes sont  aWflt  et  4^^?  4^^yî  T"i  n'en  font  en  réalité  que  deux, 
puisque  coa -f-  top -|-  coy  =  o. 

Observons  enfin  que  la  relation 

s'écrit,  après  extraction  des  racines  carrées, 

(  '  )  Voici  ce  dernier  calcul.  On  a 

JT^J  M  H- acoj  =zh  r^J  a), 
\ 
^  d'où,  pour  a  —  —  w„-r  e, 

En  vertu  de  Texpression  (i)  de  ^^..{u)^  ^cc» (**>«)=  O'  ^^  ''^"  »?  ^"  diîvcloppanl 
j  suivant  les  puissances  croissantes  de  e, 

ce   cfu'    montre  qu'on  doit  prendre  le  signe  —  dans  le  dernier  membre  de  (?), 
c'est-à-dire  le  signe  4-  dans  r^Ja -^  2w,  )  =  =h  r^„(w). 
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Il  faut  prendre  le  signe  — ,  car,  pour  u  =  o,  la  valeur  princi- 
pale de  p'w  est ;  >  et  celle  de  chacun  des  ^«0  est  —  • 

202.  La  fonction  snu.  —  La  formule  sn;/  est  une  des  anciennes 
fonctions  elliptiques  d'Abel  et  de  Jacobi  ;  on  la  rattache  aux  fonc- 
tions p  et  c^  par  la  défînition  suivante.  Posons 


(28)        snM=  v/^i —  «î 


/ci  — «s 


so 


Wei~-eJ     y^'y/^^zTT-J    ^* 


D'après  (27)  la  fonction  snu  est  impaire;  elle  est  elliptique  et 
admet  pour  périodes  aw2 y/^i  —  62  et  4<^i  y/^i  —  ^2]  elle  change 

de  signe  si  l'on  augmente  u  de  2C0|y/ê7-— ^  ou  2(ù^^ê^ —  e^. 
Enfin  elle  est  liée  à  sa  dérivée  par  une  importante  relation,  qu^on 
va  former. 

Posons,  pour  abréger,  v  = ;  on  a,  par  (28), 

V  «-'1  —  «s 
/      \  ^1 — ^î 


sn'ft 


d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  u. 

Portons  maintenant  les  valeurs  (29)  et  (3o)  de  ps?  et  p'r  dans 
l'équation 

il  vient,  après  réductions, 

(3i)  (sn'/0»=  (1  — sn»iO(i—- A:*sn*M)» 

étant  posé 

fi  —  et 
Observons  encore  que,  par  (28),  snw  =  o  pour  u  =  o. 

Remarque,  —  D'après  (3i),  en  posant  snu  =  5,  on  a 
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d'où,  puisque  u  =  o  pour  ^  =  o, 

az 


^^  ^     r' d3_ 

Jo     /(l  — -5*}(l 


On  voit  ainsi  que  .3  =  sn;^  est  la  fonction  inverse  de  Tîntégrale 
elliptique  de  première  espèce  mise  sous  la  forme  de  Legendre 
(Tomel,  n°2ol). 

D'après  cela,  les  valeurs  de  sn^^  ne  dépendent  que  de  u  et 
de  A-;  une  Table  à  double  entrée,  construite  par  Legendre,  les  fail 
connaître.  De  même  les  périodes  de  snw,  qui  ne  dépendent  que 
de  A*,  sont  données  par  une  Table  à  simple  entrée. 


VII.  -  DÉFINITION  m  pu  PAR  LES  INVARIANTS  ^2  ET  ^,. 


203.  On  a  formé  pu  en  parlant  des  périodes  2(0|,  20)2,  et  l'on 
a  établi  la  formule 

gi  c^^3  étant  des  fonctions  de  2(0i,  2(i>2. 

Inversement,  étant  donnés  arbitrairement  les  deux  invariants 
gi  et  ^39  peut-on  trouver  deux  périodes,  2(i>|,  2(1)2,  telles  que  la 
fonction  pu  formée  avec  ces  périodes  vérifie  la  relation  (i)? 
A  priori,  le  problème  n'est  pas  impossible,  puisque  le  nombre 
des  équations  égale  celui  des  inconnues;  on  va  le  résoudre  en 
donnant  les  valeurs  de  2 eu,,  2CO2  en  fonction  de  g2  et  «^3. 

204.  Périodes  en  fonction  des  invariants.  —  Supposons  g^  et  g^ 
donnés;  soit  posé 

D'après  le  n**  lo9,  si  l'on  pose 

z  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  méromorphe  de  u^   ?(^)o 
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doublement  périodique,  c'est-à-dire  elliptique,  aux  périodes, 


r'^ds  r'^dz  r'^'dz 


(iO|  +  (O2  -|-  0)3  =  o)  ;  de  plus,  on  a  vu  que  z  est  une  fonction  ellip- 
tique paire  :  elle  est  d'ordre  deiix^  car  (n°159,  2°),  à  une  valeur 
de  :;  =  cp(f^)  correspondent,  à  des  périodes  près,  deux  et  deux 
valeurs  seulement  de  //.  Enfin  (n"  159,  3"),  on  a 

(4)  ?(wa)--=^a- 

Je  dis  que  cette  fonction  o(w)  est  identique  à  la  fonction  J3m 
formée  avec  les  périodes  20)1,  20)2,  définies  par  (3). 

Cherchons  les  pôles  de  ?(«)• 

Observons,  à  cet  eflet,  que  ©(w)  étant  paire,  'f'{u)  est  impaire, 
c'est-à-dire  que 

o'(— w)  = — o'("),         d'où,  pour  «=  o,         ^'(o)—  —  ©'(o), 

ce  qui  montre  que  <p'(o)  est  nul  ou  infini,  c'est-à-dire  que  u  =  o 
est  un  zéro  ou  un  pôle  de  ?'('')•  ^^  ^'^  9"^  c'est  un  pôle. 
Car,  en  difTérentiant  la  relation  de  définition  (2),  on  a 


dz 
du 


=  /4-*  — ^'2-  — ^a» 


c'est-à-dire,  puisque  z  =  'f  ('0' 

d'où  Ton  conclut  que  'f'{u)  ne  s'annule  que  pour  ^( w)  =  ea,  ou, 
d'après  (4),  pour 

Celle  équation  en  u,  puisque  'f  (w)  est  fonction  elliptique  paire 
et  d'ordre  deux,  n'a  pas  d*autres  solutions,  à  des  périodes  près, 
que  u=  ±  (i)a,  quantités  dont  aucune  n'est  zéro  ou  une  période  : 
(lès  lors  (f'{u)ne  s'annule  pas  pour  u  =  o]  u  =  o  est  donc  un 
pôle  de  ©'(«). 

C'est  aussi  un  pôle  de  ©(w),  car  la  dérivée  d'une  fonction  mé- 
romorphe  n'a  pas  d'autres  pôles  que  ceux  de  la  fonction  (n**  132); 
comme  o(u)  est  paire,  le  pôle  u  =  o  est  un  pôle  d'ordre  pair,  et 
c'est  un  pôle  double,  puisque  o[u)  est  une  fonction  elliptique 
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(l'ordre  deux.  Pour  la  même  raison,  il  n'y  a  pas  d'aulre  pôle  dans 
un  parallélogramme  contenant  ce  pôle. 

Ainsi  les  pôles  de  o{ii)  sont   uniquement  les   pôles  doubles 

w  =  2 /Wj  ot>i  4- 2  ^^12  ^2» 

Cela  posé,  autour  du  pôle  double  // =  o,  le  développement 
de  »(w),  fonction  paire,  est  de  la  forme 

Cv 

d'où 

Portons  ces  valeurs  dans  la  relation  (5),  entre  »(w)  et  '^'{u)^ 
à  savoir  0'-=  4'f'  —  gi'^  —  0*3»  il  vient 

a«  «*  w<*  w^  11^  ^ 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  des  termes  en  -7  et  —r  dans  les 
'  o  11^       u^ 

deux  membres, 

X  =  I,        ji  =  o. 

Le  développement  de  çp(^)  autour  du  pôle  w  =  o,  est  ainsi 

thlll)-=z  — -  _|-VW*-+- 

Donc  enfin,  si  l'on  considère  la  fonction  p//  formée  avec  les 
périodes  acOf,  2(i>2  de  ç(w).  la  différence  «(w)  —  J3M  est  une 
fonction  elliptique  aux  mêmes  périodes,  sans  pôle  dans  un  paral- 
lélogramme contenant  l'origine  et  s'annulant  pour  m  =  o  :  c'est 
donc  une  constante  nulle,  et  Ton  a  bien  '^(//)  =  p«. 

Ainsi  : 

Les  invariants  g^  et  g^  étant  donnés^  les  périodes  2i0i,  aw^ 
ont  les  valeurs  (3),  c'est-à-dire  que  la  fonction  pu  formée  avec 
ces  périodes  vérifie  l'équation  (5)  :  p'''U^=  ^p^ u  —  gipu  —  g^* 

D'après  cela,  on  voit  qu'il  faut  entendre,  par  p{u^  g^y  g^), 
p{u,ey)\  et,  de  même,  par  :;(w,  g^o,  ^3),  3'(w,  ^.„  5^3)  ('). 

(')  On  a,  d'après  (a), 

.  r-P"  dz 

M  =  u>,^-  /         - — -  -  .  {voir  n"*  186), 

ce  qui  peut  aussi  servir  de  définiliuo  à  pu. 
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205.  Remarques  sur  les  périodes.  —  Je  dis  que  si  g^  et  g^ 
sonl  réels,  la  fonction  p{u^  g2i  g'i)  admet  une  période  réelle  et 
une  période  purement  imaginaire. 

Supposons  d'abord  <?<,  Cj,  e^  réels  et  <?|  >  e^'^  e^*   La  période 


(6) 


2U>i 


-'/' 

*/«•, 


f(z 


/4  (5  —  Cl  )  (, j;  —  e,) (;;  —  e, ) 


est  réelle,  puisque  les  limites  de  l'intégrale  sont  réelles  et  que, 
entre  ,3  =  ^2  et  ;;  =  ea,  le  polynôme  sous  le  radical  reste  positif. 
De  même  la  période 


(7} 


210 


est  purement  imaginaire,  puisque  les  limites  sont  réelles,  et  que, 
entre  es  et  e<,  le  polynôme  sous  le  radical  reste  négatif. 

Ainsi,  e<,  <?2î  ^3  étant  réels,  il  y  a  une  période  réelle,  2(0|,  et 
une  période  purement  imaginaire,  20)2,  formant  un  système 
primitifs  c'est-à  dire  telles  que  la  fonction  J3(w,  2co<,  20)2),  con- 
struite avec  ces  périodes,  vérifie  la  relation  j)'2=  4p'  —  giP  —  ^3- 

Supposons  maintenant  e\  seul  réel,  et  ^2,  ^3,  imaginaires  con- 
jugués :  il  y  a  encore  une  période  réelle  et  une  période  purement 
imaginaire,  mais  elles  ne  forment  pas  un  système  primitif , 

En  effet,  si  Ton  figure,  dans  le  plan  de  la  variable  2,  les  trois 


a> 


points  Cl,  ^2,  ^3,  on  a 

r"*  dz 

'XlMi  =  2    /         -.=  -^  * 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  ligne  droite  e^  €2  ;  de  même 


—  2  0)2 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  e^  e^. 
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Or,  en  deux  points  m  et  n,  situés  l'un  sur  e^ezy  Tautre  sur  ^3  es, 
et  a^ant  même  abscisse,  les  valeurs  de  z^  celles  de  dz^  et  celles 

de  ^/\  z^  —  g^z  —  g^  sont  respectivement  imaginaires  conjuguées; 

il   en  résulte  que  2(03  et  — 2(02  sont  imaginaires   conjuguées, 

c'est-à-dire  que 

2W3=  A  -i-  B  t\ 

—  2  o)  j  —  A  —  B  t. 

Par  suite,  la  période  2(03 —  20)2=  2  A  est  réelle,  et  la  période 
atoj-j-  2a>2=  2B/  est  purement  imaginaire;  mais  elles  ne  forment 
pas  un  système  primitif,  car  les  périodes  2  A  et  2B/  n'entraînent 
pas  les  périodes  (primitives)  A-f-  Bf  et  A  —  B^'. 

206.  Autre  forme  des  formules  d'homogénéité.  —  En  vertu  des 
formules  (9)  du  n**  185, 

/Ç't=  60  >^   . -y  gz  =  l4o  7,  7 -.  > 

changer  cO|  et  (o^  en  [jl(o<  et  [X102  revient  à  changer  g2  et  gz  en 
-^2  et  —^3,  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

j3(«,  î;.W,,  2t0j)  =  J)(k,  ^,,  ^j), 

on  aura 

Dès  lors,  la  première  formule  d'homogénéité  du  n°  179,  à  savoir 

p(|xw,  2;jia),,  '2|Jiajî)=  --^p(",  2t0|,  210.), 

s'écrit,  en  posant  ijl=  -— , 

De  même,  les  deux  autres  formules  d'homogénéité  donnent 

(9)  H  "^'  ^'*^*'  ^''"^0  ^  ^^'  ^^'''  '^*'  '^'*^' 

(.10)  ^i  7r  ^*'^*'  *''^^0  '"  'i/"^""^"'  "^'^  ^'''" 
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207,  Étude  de  pu  pour  a,  gi  et  ^3  réels.  —  i**  Supposons 
d'abord  <?|,  €2,  ^3  réels,  avec  ei>-^3>e2,  et  soit  il  la  demi- 
période  réelle  et  positive  de  pu\  on  a  (n"  203) 


/»*•             dx 
Il  =^  (ij,  =  /       ,  —    


Construisons  la  courbe  y=zpu  pour  les  valeurs  réelles  de  w; 
il  suffit  de  faire  varier  w  de  —  Q  à  +  ^^  intervalle  d'une  période, 
et  même  de  o  à  Q,  à  cause  de  la  parité  de  la  fonction. 

Pour  w  =  s,  pw  =  —  +. . .  part  de  -|-  00;  p«  commence  par 

décroître.  Le  minimum  a  lieu  pour  u  =  0,  puisque  les  demi-pë- 

Kig.  77. 


-Si 


+  il      2a 


tu 


riodes  û -f-  aA'ii  sont  les  seuls  zéros  réels  de  p' u.  Ce  minimum 
est  pû  =  j3(o<  =^1,  quantité  positive  lorsque  ei,  ^2,  e^  sont 
réels,  à  cause  des  relations  e<  4- <?2 -f- ^3  =  o  et  e|]>e3>><?2.  La 
courbe  a  la  forme  ci-dessus.  Elle  se  compose  d'une  infinité  de 
branches  identiques. 

La  forme  de  la  courbe  donne  le  signe  à  prendre  pour  p'w  dans 
la  formule 

on  voit  par  exemple  que,  pour  u  compris  entre  o  et  û,  on  doit 
prendre  le  signe  — ,  ce  qui  donne 

—  ^j) u  =  v/4 J>'  —  ffiP  —  ^3  du, 

2"  Si  <?i  est  réel  ele^^e^  imaginaires  conjugués,  pm  encore  une 
période  réelle  et  positive,  2Û  (n"20o),  égale  à  ±(20)3 —  2102);  p'û 
est  nul,  et  Ton  a  pu  =  p(w3+  CO2 —  20)2)  =  j3a),  =  e|.  La  forme 
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de  la  courbe  est  donc  la  même  que  ci-dessus,  û  désignafit  toujours 
la  demi-pérîode  réelle  et  posilwe. 

208.   Remarque.  —  La  forme  de  la  courbe  montre  que,  u  crois- 
sant  de  o  à  Q,  pu  décroît,  par  valeurs  réelles,  de  +00  à  <?i  :  la 

relation 

—  dp  u 


V^4r^w— ^îj>"  -  g^ 


=  du 


donne    alors,   par  intégration  entre  les  limites  correspondantes 
o  et  Q  pour  </,  co  et  e^  pour  j3£/,  la  formule 


r*             d.r 
(II)  12=  /      >-     -. . 


^3 


expression  générale  de  la  demi-période  réelle  et  positive,  lorsque 
n  2  et  ffs  sont  réels. 


H.  —  n. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS   DES   FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I.  —  CALCUL  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES. 


209.  L^imporlance  des  fooclions  elliptiques  dans  les  applica- 
tions provient  surtout  de  leur  usage  pour  le  calcul  des  intégrales 
elliptiques  qui  dépendent  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre.  La  forme  de  ces  intégrales  est 
(Tomel,  n*"»  241,243  et  suivants) 


/ 


^^"^r--^.r, 


Q(^)v/X 


P  et  Q  étant  des  polj^nomes  en  x^  et  X  un  polynôme  du  quatrième 
ou  du  troisième  degré. 

Si  X  est  d'ordre  quatre,  on  le  ramènera  à  tordre  trois  par 
un  des  procédés  indiqués  au  Tome  I  (n***  247-250),  et  cela  sans 
introduire  d'imaginaires,  si  les  coefficients  de  X  sont  réels. 

210.  Intégration.  —  L^ntégration  des  différentielles  elliptiques 
se  réduit  ainsi  à  celle  de  l'expression 


z=.y 


/P(a7)    dx 

où  le  polynôme  X  est  du  troisième  ordre  ;  soit  posé 

X  =  aa;^-\-  bx^-^-  CX'{-  d. 

On  fera  disparaître  le  terme  en  x^  parle  changement  de  variable 

A  étant  une  constante  que  l'on  prendra  généralement  égale  à  rh  i , 
mais  qu'il  est  parfois  utile  de  laisser  indéterminée  pour  simplifier, 
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plus  tard,  les  formules.  Le  polynôme  X  devient  ainsi 

gy  et  ^^3  élantdes  constantes;  on  a  alors  pour  Tintégrale  proposée, 
en  ayant  soin  de  choisir  le  signe  de  A  de  manière  que  a\^  soit 
positif,  une  expression  de  la  forme 

K(j^)  et  S  (y)  étant  des  polynômes  en^. 

En  appliquant  la  méthode  de  réduction  indiquée  au  Tome  1, 
„o»  241-243,  on  ramène  cette  intégrale  à  une  partie  tout  inté- 
grée, et  au  calcul  des  irois  intégrales  de  première,  seconde  et 
troisième  espèce  [Tome  I,  n°  245),  à  savoir 

ydy 


g^y  —  gs 


f ^r 


On  eflectue  l'intégration  en  faisant,  dans  les  trois  intégrales,  le 
clian^ement  de  variable 

y  =?{^,  S'iy  ^3), 
d'où  

{/y  =  p'  u  du  —zh^^p^U  —  gipU  —  gz  d^f-  ; 

* 

le  radical,  qui  se  trouve  alors  en  facteur  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur, disparait,  et  les  trois  intégrales  deviennent 

y*^  =   /  du  =  u  -\-  const., 

{^-ly^  —  ^iy  —  éTi    ^ 

I  "     ^  =  /  p  u  du  =—l^u-i-  consl.  y 

d^ r      du 

i,y'-a)yjky*-gty-gz  '^ ^    pu-a 

Pour  calculer  cette  dernière,  posons  a  =  pc,  c  étant,  comme  a, 
une  constante;  nous  avons,  d'après  la  formule  (17)  du  n°  197, 

=  -  -i- [  ;(  W -H  c)  -  î(  M  —  c)— 2CC], 


pu  —  pc  p 
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d'où,  en  intégrant, 

= —  [loga'(«/  -f-  c) —  Iog3'(M  —  c)—  2MÏc|-H  consl. 


f- 

7  pu 


pc  p  c 


Le  problème  de  l'inlégration  des  différentielles  elliptiques  est 
donc  complètement  résolu. 

211.  Remarque  I.  —  Il  arrive  souvent  que  les  racines  du  polv- 
nome  X  sont  en  évidence  : 

On  fera  alors,  conformément  à  la  méthode  ci-dessus. 


d'où 
étant  posé 


a:  =  XJ'-^  3(«-^?-+-ï), 


1  /  a  -I-  3  -h  y\ 

et  Ton  effectuera  Fintégralion  en  posant  ensuilc 

C'est  la  méthode  générale;  seulement  on  introduit  les  racines  e. 
au  lieu  des  invariants  g2  et  ^3. 

Remarque  II.  —  Pour  calculer  l'intégrale  générale  (2), 


il  n'est  pas  nécessaire  de  la  décomposer  en  intégrales  de  première, 
seconde  et  troisième  espèces,  par  la  méthode  du  Cours  de  première 
année.  En  y  posant  directement^  =  p(w,  g2i  ^3)7  on  est  ramenô 

au  calcul  de  /  ^  ^[du,  c'est-à-dire  à  l'intégration  d'une  fonc- 
tion elliptique  :  on  applique  alors  la  méthode  d'Hermite,  par  la 
décomposition  en  éléments  simples. 
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212.  Autre  méthode.  —  On  peiil  intégrer  les  difTérenli elles 
elliptiques  d'une  autre  manière,  sans  avoir  besoin  de  ramener  à 
l'ordre  trois  le  polynôme  du  quatrième  ordre  X. 

Cherchons  d'abord  la  formule  qui  donne  l'expression,  en  élc- 
raents  simples,  de  la  fonction  elliptique  y^{u)  définie  par 

a  désignant  une  constante.  Chacun  des  deux  facteurs  de  '/(w)  a 
un  pôle  double  (a  =  o  pour  le  premier,  u  =  — a  pour  l'autre) 
qui  est  zéro  simple  de  Tautre  facteur  :  y^(u)  n'a  donc  que  deux 
pôles,  simples,  it  z=  o  el  u  =  —  a.  Autour  du  pôle  u  =  o,  on  a 

yj^u)  =  /  --  —  pa  -h  CiU^'.  . . .  j  (pa  H-  up' a  -h . . . —  pa)=  —  p' a  -^ . . . . 

Le  résidu  est  donc  p'a]  pour  le  pôle  m=  —  a,  le  résidu  est 
—  p^cij  car  (n**  167)  la  somme  des  deux  résidus  est  nulle.  La 
formule  d'Hermile  (n"  489)  donne  alors 

/(")=  P'^  |;w  —  Ç(M  -i-  a)-h  C]. 
On  détermine  la  constante  C  en  écrivant  que  '/^{a)  est  nul,  d'où 

'1  p  a 
d'après  l'expression  de  Ç(2w),  du  n"  198,  Remarque.  Donc 

ou  encore,  d'après  la  formule  d'addition  de  Ç  (n**  197), 

(i)  7(";  = P«'^ h-p"a. 

'*  i*^       pu  —  pu        1 

Cela  posé,  cherchons  la  relation  algébrique  (n°  193)  qui  existe 
entre  les  deux  fonctions  elliptiques  de  w,  ^(w)  etç(w),  définies  par 

^{u)=  T{pu  —  p{u-ha)],  9{U)=  -  S-^ ^--9 

^  ^    '       A  ^  i  ^     '       '2    pu  —  pa 

■ 

A  et  a  étant  des  constantes.  On  peut  écrire,  d'après  la  formule 
d'addition  de  p, 

9^(  u)  =  pu-\-pa-\-p(u-{-a);     ©^  —  3pa  =  (pw — pa)-h[p(u-^a) — pa\. 
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D'ailleurs 

'k^{u)  =  (pu  —pa)  —  [p(ii  -{-  a)—pa], 

et  par  suite 

X^tj;î=(cpî-3pa)«-4(J>w— P«)[j^  ("-+-«)-?«]  =  (?'- 3pa)«— 4 /.("): 

finalement,  en  remplaçant  yu  par  sa  valeur  (3) ci-dessus,  à  savoir 

—  p'a  ç(£/)-+-  -j)V/, 
nous  obtenons  la  relation  cherchée  entre  es  et  i  : 

A  " 

après  substitution  à  2j3"a  de  sa  valeur,  i^p-a  —  f^-^  (n"  183). 

213.   Soit  maintenant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  X(jr'). 
privé  du  terme  en  x^y 

je  dis  qu'o/i  pour/a  exprimer  x  et  y^'X  e/i  fonction  eUipdquc 
d^un  paramètre  a  :  il  suffira  d'identifier  la  relation 

(v/X)'=  ao(j'*-4-  6/7ïjx2-f-  4  '^'.iJ"  -^  '"i  )i 
avec  la  relation  (4),  ce  qui  se  fait  en  [)Osanl 

pa^ — nu.        p  a  —  m^,^         ^t—'^p-a^m;. 
On  en  déduit 

et,  pour  obtenir  ^3,  il  su  (fit  d'exprimer  que  pa  et  pUt  vérifient  la 
relation  classique  entre  pu  et  jd'w,  ce  qui  donne 


sr^  =  —  m]  —  m] -h  //j,  //I4 


Donc  enfin  : 


hâtant  posé  y/X  :r^y^ao(x* -h  t)m2X-4-4''Ï3^4-  '«4),  o/i  expri- 
mera x  et  ^X  en  fonction  elliptique  d^ un  paramètre  u  par  les 
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formules 

(es  fondions  elliptiques  introduites  ayant  pour  invariants 

^,=  m^-h  3/w|,         ^3=  m^m;,—  m\  — tnl, 

et  a  désignant  une  constante^  définie  par  les  relations  com- 
patibles pa  =  — m2]  p'a  =  mi.  Il  n'esl  pas  nécessaire  de 
connaître  a,  qui,  dans  les  expressions  de  x  et  de  X,  n'intervient 
évidemment  que  par  pa  et  p'a. 

Cela   fait,   pour  calculer  Fintégrale  elliptique    /  f^f.  -7^5  on 

n^aura  qu'à  y  remplacer  ûc  et  y/X  par  leurs  valeurs  ci-dessus  en  u. 
Quant  à  dx,  comme  on  a 

Ji    pu  —  pa 
on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  u, 

dx  ^        ,     v^X  djr         ,     fin 

de  sorte  que  l'intégrale  [)roposée  devient 

i/ao.'        V'''    pu— pu  I 


K  désignant  la  fraction  P  :  Q,  et  Ton  est  ramené  à  intégrer  une 
fonction  elliptique,  ce  qu'on  fera  par  la  méthode  d'Hermite. 


II.  —  COURBES  DE  GENRE  UN  ;  CUBIQUES  PLANES. 


214.  D'après  le  Tome  1,  p.   269,  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  courbe  de  genre  un  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 

fonction   d'un  paramètre  x  et  d'un  radical  ^X,  portant  sur  un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  t. 
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Si,  dans  ces  expressions,  on  remplace  x  et  y/X  par  leurs  valeurs 
en  fonction  elliptique  du  paramètre  ii  (n°  213),  on  voit  que  : 

Les  coordonnées  ci' un  point  d'une  courbe  de  genre  un  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre. 

Les  intégrales  abéliennes  appartenant  à  une  courbe  de  genre  un 
sont  réductibles  (Tome  I,  p.  209)  à  des  intégrales  elliptiques;  on 
sait  donc  les  exprimer  par  les  fonctions  J3,  IJ  et  d. 

Nous  n^insisterons  pas  davantage  sur  les  courbes  de  genre  un 
en  général;  mais  nous  étudierons  avec  détails  le  cas  particulier 
des  courbes  du  troisième  ordre. 

2I0.  Cubique  plane.  —  Dans  le  cas  de  la  cubique  plane,  on 
peut,  pour  ti'ouver  Texpression  elliptique  des  coordonnées  d'un 
point,  procéder  comme  il  suit. 

Une  cubique  plane  admet,  comme  on  sait,  des  points  d'inflexion 
(9  en  général)  :  prenons  un  de  ces  points  pour  origine  et  la  tan- 
gente en  ce  point  pour  axe  des  x]  Téquation  de  la  courbe  sera  de 
la  forme 

(i)  t\x^-\-  Bj:*j'  H-  Cy^jr  -r-  D^'H-  '>.y{7.x  -h  ^y)  -^y  =0, 

car  j^  doit  être  en  facteur  dans  les  termes  du  second  degré. 
En  posant 

(-)  3^  =  1.      3;=?. 

la  relation  précédente  s'écrit 

(t1 -f- aj  4- P)«  =  —  AÇ5-*- (a«— B)  5«H- (2ap  —  C)  î -+- ?î— D. 

Posons  encore 

(3)  .  Ç  =  /hX  -4-  n, 

m  étant  pris  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X'  dans  le  second 
membre  soit  4j  et  f^  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X^  dans  ce 
second  membre  soit  nul;  on  aura 

(4)  [ïi-ha(mX-4-/i)-4-3Jî=  4X»-^,X-^3, 
^2  6t  gz  désignant  des  constantes. 
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On  peut  alors  poser 

ce  qui  donne,  p«ir  (  \\ 

r^  -h  %lm\~-  n)  -h  3  —  n' //, 
ou 

A  et  [X  étant  des  constantes.  Remontant,  de  X  et7j,  à  ;,  ^el  j',  on  a 


On  a  ainsi  exprimée  et  jK  en  fonction  elliptique  du  paramètre  u; 
ces  formules  sont  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  les 
suivantes,  où  les  deux  dénominateurs  sont  les  mêmes  : 

ap' tt -i- ùpu -\- c*         '^         ap' u -h  ùpii -h  c  * 

les  a,  a',  a,  .  .  .  désignant  des  constantes. 

Observons  qu'à  une  valeur  u  du  paramètre  et  aux  valeurs 
tf -h  Période,  correspond,  par  les  formules  (5),  le  même  point  ^îJ^. 

Inversement,  je  dis  que  la  courbe  représentée  par  les  deux 
équations  (5),  u  étant  un  paramètre  variable,  est  une  cubique.  En 
effet,  une  droite  quelconque,  Ax  +  By  +  C  =  o,  la  coupe  en  des 
points  dont  les  arguments  u  vérifient  Téquation 

A(ap'M  -h  Ppw4-Y)4-B(a'j)'M  -h...)  -h  C(ap'u  H-...)  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  elliptique 
d'ordre  3,  car  elle  n'admet,  à  des  périodes  près,  que  le  pôle  triple 
a  =  o;  elle  a  donc  trois  zéros  :  la  courbe  étant  ainsi  coupée  en 
trois  points  par  une  droite  quelconque,  et  étant  d'ailleurs  algé- 
brique (n°  193),  est  d'ordre  trois.  c.  q.   f.  d. 

216.  Propriétés  géométriques.  —  D'après  cela,  les  arguments 
Ui,  U2i  Uz  des  trois  points  où  une  droite  quelconque  rencontre  la 
cubique  (5)  sont  les  zéros  d'une  fonction  elliptique  d'ordre  irois, 
admettant  le  pôle  triple  ;/^o;  donc  on  a,  pour  trois  points  en 
ligne  droite  (n^'lTO), 

"i  -^  "i  -T-  Ui  —  Période. 
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Inversement,  si  les  arguments  £/|,  w^,  «3,  de  Irois  points  de  la 
cubique,  vérifient  la  relation  W|  H-  «2+  /«3=  Période,  ces  points 
sont  en  ligne  droite  :  car  la  droite  menée  par  ii^  et  u^  coupe  la 
cubique  en  un  nouveau  point  u'  tel  que  U\-\-  U2-\-  u'  soit  une 
période;  on  aura  donc  W3=w' -h  Période,  c'est-à-dire  que  le  point  w' 
coïncidera  géométriquement  avec  W3. 

De  même,  pour  que  six  points  Ux^  1/21  •  .  •,  //o  soient  sur  une 
conique,  il  faut  et  il  suffit  que 

// 1  H~  Wj  -^ . . .  -h  //,}  =  Période. 

De  là  se  réduisent  de  nombreuses  propriétés  géométriques. 

Par  exemple  :  Si  trois  couples  de  points  d^une  cubique  sont 
sur  une  conique,  les  trois  droites  correspondantes  coupent  la 
cubique  en  trois  nouveaux  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Car  si  e/|,  u\  ;  M2,  Wj;  u^j  u\  sont  les  points  des  trois  couples, 
les  trois  nouveaux  points  sont  —  (W|-|- w',),  — (w2H-«'2)»  — (''s+'^'j) 
et  Ton  a  bien 

—  (i/i  -h  u\  H-  Mj-f-  ii\  -h  Mj  -I-  w'j  )  =  Période, 
puisque  les  six  points  primitifs  sont  sur  une  conique. 

217.  Corollaires.  —  On  peut  supposer  que  la  conique  se  réduit 
à  deux  droites,  d'où  un  corollaire  facile  à  énoncer;  si  les  deux 
droites  sont  confondues,  on  a  cette  proposition  : 

Trois  tangentes  à  une  cubique,  dont  les  points  de  contact 
sont  en  ligne  droite,  coupent  la  courbe  en  trois  nouveaux  points 
qui  sont  aussi  en  ligne  droite. 

218.  Points  d'inflexion.  —  En  un  point  d'inflexion  u  passe  une 

droite  (la  tangente)  qui  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus 

avec  U]  donc 

3//  —  Période, 

d'où 

9,  W,  (Oi  -f-  ■>. /7{«ro4 

"= 3 '■' 

9. (Oi,  2(02  désignant  les  périodes  des  fonctions  elliptiques  intro- 
duites, et  mi,  m2  des  entiers  quelconques. 

Il  y  a  donc  neuf  points  d'inflexion,  obtenus  en  donnant  à  m%^  m^ 
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les  valeurs  o,  1,2  :  car  aux  valeurs  Wj,  m>  et  m^-\-  3  A,  ^2+  3 A* 
correspond  le  même  point.  Soient  (mi,  Wa)  et  (m', ,  m'^)  deux  de 
ces  points;  la  droite  qui  les  joint  coupe  la  cubique  en  un  nouveau 
point  qui  est  aussi  d'inflexion,  car  «on  argument  est 

—  9.  ('  m I  -f-  m\  )  (0 1  —  '}  { nii  -^  m\  )  uu 

3 

Les  points  d^inflexion  sont  ainsi,  trois  à  trois,  sur  des  droites, 
dont  il  passe  évidemment  4  P^^  chacun  d'eux.  On  a  ainsi,  en 
tout,  9x4  =  36  droites,  dont  chacune  est  comptée  trois  fois  :  le 

nombre  des  droites  est  donc  -^-  =  12. 

219.  Tangentes  issues  d'un  point.  —  Les  arguments  ç  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  la  cubique  par  un  de  ses  points  {/ 
vérifient  l'équation 

9.V  -h  n  —  Période, 
on 

If  "    r.      .     1 

Il  y  a  quatre  demi-périodes  distinctes  aux  périodes  près,  savoir 
o,  C0|,  (1)2,  ct)3;  donc  quatre  tangentes. 

La  droite  qui  joint  deux  quelconques  des  points  de  contact  et 
^elle  qui  joint  les  deux  autres  se  rencontrent  sur  la  cubique^  car 

droite  qui  joint  les  points et h  ^n  coupe  encore  la 

I 

cubique  au  point  ii  —  o),,  et   la  droite  qui  joint ^+(02  et 

— h  W3  la  coupe  au  point  u  —  coo —  W3,  c'est-à-dire  w-|-(0|  : 

<*e  point  est  le  même  que  le  précédent  puisque  la  différence 
//  -f-  W|  —  (m  —  co,  )  est  une  période,  2(i>|. 

On  détermine  ainsi  trois  nouveaux  points  de  la  cubique  «4-a>i, 
// -h  t02,  W  +  W3;  les  tangentes  en  ces  points  et  la  tangente  au 
point  primitif  u  se  coupent  en  un  même  point,  situé  sur  la  courbe, 
d'argument  —  2//,  etc. 

220.  Différentielles  abéliennes.  —  Pour  une  cubique/(^,^')  =  o, 
a:  Gl y  étant  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  w,  toute 
différentielle  abéliennc,  F(:r,^)rfx,  où  F  est  rationnel  en  x  et^, 
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prend  la  forme  <f{u)  du,  ç(w)  étant  elliptique.  On  peut  donc  i'în- 
légrer  par  la  méthode  d'Hermitc. 

Exemple  V\  —  Les  intégrales 

r  dx  Ç dx^ 

{x'^-\- ax'^-\- hx -^  cy  {x^-h  ax^-\-  bx  -T-  c)^ 

se  ramènent  aux  intégrales  elliptiques  :  car  en  posant 


(6)  y^  =  x^-h  ax^-^  bx -h  Cf 

elles  s'écrivent   /  — >    /  — r-:  elles  sont  donc  abéliennes  relatîve- 

J   y    J  y^ 

ment  à  la  xîubique  (6).  Pour  les  calculer,  il  faut  exprimer  les 
coordonnées  x  ei y  d'un  point  de  (6)  en  fonction  elliptique  d'un 
paramètre;  or,  en  décomposant  le  second  membre  en  facteurs, 
l'équation  (6)  s'écrit 

(7)  ^3  =,  (a;  —  a  )  (  jr  —  Ji )  (  j:  —  V  ), 

et  un  point  d^ inflexion  de  cette  courbe  est  en  évidence,  le 
point  ^  =  o,  X  =  a,  où  la  tangente  est  la  droite  x  —  a  =  o.  La 
méthode  du  n"  215  s'applique  alors  sans  difficulté. 

Exemple  i^,  —  L'aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique,  les 
deux  ordonnées  extrêmes  et  l'axe  des  x  a  pour  expression 


on  saura  donc  la  calculer  par  les  fonctions  elliptiques.  11  en  est 
de  même  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique  et  les  deux 
rayons  qui  vont  de  l'origine  des  coordonnées  aux  extrémités  de 
cet  arc  :  elle  a  en  effet  pour  expression 

\  J  (^  f^y  —y  ^r)  =--  ^-ry  —j  y  dx, 

car  l'aire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine  et  les  points  i^x^y\ 

{x -{- dx  y  y -{- dy)   est   -{xdy — j^rfx),  en  valeur  absolue, 

A  titre  d'application,  considérons  une  cubique  dont  les  asymp- 
totes sont  concourantes  à  l'origine,   et  inflexionnelles  :  prenons 
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pour  axe  des^'  une  de  ces  asymptotes;  la  cubique  a  pour  équation 

x(j^^-T-iaxy -\- bûc*)  —  Jic         ou         (y -^  ax)^ -h  kx-=z 

Faisons  x  =  ^;  A  vient 

frz  étant  égal  k  k  l  c.  Si  donc  on  pose 

;  =  r(",o,  ^3), 


on  aura 


^    •   a  •=  ^c  W  u  \ 


d'où 


I  \/c  ])'  u  —  a 


pu  p  u 

cl 

Xfly  —  y  dx  =z  x^dy-\  =  — —  p'  u  du  =  6  ^  du, 

puisque  p'^ur=6p^u g'^j   et  qu'ici    0^2=0.   L'aire  comprise 

entre  un  arc  de  cubique  MoM|  et  les  rayons  qui  vont  de  l'origine 
aux  points  M©  elM<  est  donc,  si  l'on  désigne  par  Uq  et  Ui  les  para- 
mètres elliptiques  de  M©  et  M,  sur  la  cubique, 


3  y/c    /       du^3^c(ui — Mo). 


On  obtient  par  là  une  interprétation  géométrique  du  paramètre 
elliptique  u,  et  le  théorème  sur  les  arguments  de  trois  points  en 
ligne  droite  (wi  H-  «2+  a3  =  const.)  s'énonce  ainsi  : 

Soit  une  cubique  à  asymptotes  distinctes,  inflexionnelles  et 
concourant  en  un  point  O;  une  droite  la  coupe  en  trois  points 
Mi,  M2,  M»  :  si  la  droite  se  déplace  d^une  manière  quelconque, 
les  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  0M<,  OM2,  OM3  ont 
à  chaque  instant  une  somme  algébrique  nulle. 
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III.  —  PENDULE  SIMPLE. 


221.  Une  des  applicalîous  mécaniques  les  plus  simples  des 
fonctions  elliptiques  est  Tétude  du  mouvement  du  pendule. 

222.  Loi  du  xnouTement.  —  Soit  ^  Tangle  que  fait,  au  temps  /, 
la  tige  OM  {fig*  78)  du  pendule  avec  la  verticale  dirigée  vers  \v 
bas;  à  l'origine  du  mouvement,  alors  que  l'angle  ©  était  égal  à  c5„. 

Fig.  78. 


on  a  abandonné  le  pendule  sans  vitesse  initiale.  La  longueur  d<* 
la  tige  étant  /  et  l'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  g^  Téqua- 
lion  du  mouvement  est,  d'aprcs  la  Mécanique, 


/     fi^O 


dt^ 


—  —  MllO. 


Multipliant  les  deux  membres  par -^'  >  et  intégrant  par  rapport 
à  ^,  on  obtient 

puisque,  pouro  =  tpo-  la  vitesse,  ^   />  estnulle. 
Cette  équation  s'écrit 


<i) 


1/ 


yi-dt 


do 


zr:  v^coso  —  cos '^o 


Le  second  membre  se  ramènerait  à  la  diflTérentielle  elliptiquo 
de  première  espèce  en  posant  cos»  =  x;  nous  arriverons  à   uii 
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résultat  plus  simple  en  prenant  pour  variable  lang-'-i  ou  mieux 
col -i-^-^ — ^>  qui  en  est  une  fonction  linéaire.  Posons  donc 


2 


col '-  =  a:  ; 


croù 

I    ,     /  ^  'io  —  o  \  ,  ,  y.  dx 

-  do  {  IH-  col-  -: '-    )  =  dx,  d'Zi  = ^ . 

'2       '    \  1         J  '  1  -r-  J-2 

D'ailleurs  on  a 
coso  =  cos(çpo —  9  —  9o)  =  cos{oo —  9)  cos'^o-H  sin(cpo —  9)  sinoo» 
et,  en  utilisant  les  formules  qui  donnent  sinu  et  cosu  en  fonction 


1  u 

de  cot-j  on  trouve 
'À 


X-  —  I  'J.  X 


coso  =  -— cos©o-T sincpo. 

Portons  ces  valeurs  derfcp  et  de  cosop  dans  l'équation  (i);  celle-ci 
devient 

•Jl  ffX  I 


/•2 ( J7  -+-  c)  {x  —  i )  (X  —  col^o)  v^sii»«po 

et  le  dernier  membre  est  une  différentielle  elliplique  en  x.  Pour 
la  réduire  à  la  forme  normale,  posons  (n®  211), 

il  vient 

'?.  V^  dy 


^sÏDOo  \/i{y  —  ei)  (y  —  ei) (y  —  e^ ) 


•1 


^l=-COtO0î  Cj=:  t  —  -COtcpo,  ^3  =  —  t -  COtÇo- 

Faisons  maintenant,  dans  (3),  j/'  =  p(w,  ^a),  nous  avons 


-v/ 
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Cl,  en  inlégranl. 


iVoii,  en  remontant  la  série  des  calculs, 

©0 —  o  I  I 

(4)        j-  =  cot  -î-- ==y-h  :Tf*otÇo=  :t  COl<J)o-H  P 


(^£^p,.c). 


Pour  déterminer  la  constante  G,  observons  que,  pourf=:o, 
ç/  est  égal  à  cp^;  cot^-^-; — '-  est  donc  infini,  ce  qui  exige  que  pC 
soit  infini,   ou  que   G  soit  une  période  de  pu.  L'équation   (4) 


s'écrit  alors 


.  ►  V  ®o  —  5P         I  /  ,   /fi"  si n  ©0  A 

(3)  coi^'  =  ^coioo+r(y  '-77-- 0: 

elle  donne  l'angle  '^  en  fonction  du  temps  t. 


223.  Discussion.  —  Désignons,  pour  simplifier,  i/^  '^  l 
par  v?;  lorsque  %^  croît  de  o  à  la  demi-période  réelle  û,  pt'  décroît 
(n"  207)  de  4-Qoàei  ;  cot^°~^  décroît  donc  de  4-00  à  xCoKpoH-ei , 
c'est-à-dire  à  coI'^q,  et  par  suite  l'angle  cp  décroît  de  o^  ^  — ?o- 


*/ 


La  demi-oscillation  s'oblient  donc  en  faisant  varier  /  de  o   à 
Û. 


M 


Si  Ton  continue  à  faire  croîtr-e  (^  de  û  à  2Û,  ps;^  et  par  suite  ^, 
repasse  en  sens  inverse  par  les  mêmes  valeurs,  de  sorte  qu'aux 
valeurs  v  et  att  —  v  corresponde  une  même  position  du  pendule. 
Pour  i' =  2  il,  le  pendule  revient  au  point  de  départ. 

La  durée  de  l'oscillation  complèlCy  T,  est  donc  égale  à 


et,  pour  Q,  on  a  la  formule  (i  i)  du  n°  208, 
^,  ^  r dy^ ^   r    dx 

^e,    /4(r  — «i)(J^  — «î)(/  — ^3)      -^çoiço  /4(a:-*-H  i)(a-  —  colcpu  ) 


I 
en  posant  toujours  y=-  x  —  -cotîpo 
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lY.  —  THÉORÈME  DE  PONGELET. 


22i.  Euler  avait  observé  qu^on  ne  peut,  en  général,  inscrire  à 
une  circonférence  donnée  un  triangle,  qui  soit  en  même  temps 
circonscrit  à  une  autre  circonférence  donnée  au  hasard  :  le  pro- 
blème pourtant  semble  possible  a  priori^  le  nombre  des  inconnues 
étant  égal  à  celui  des  équations.  Euler  a  également  établi  que,  s'il 
existe  un  pareil  triangle,  il  en  existe  une  infînité  d^autres.  Pon- 
celet  a  donné  à  la  Remarque  d'Euler  une  extension  célèbre  que 
Jacobi  a  ensuite  rattachée  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
A  ce  point  de  vue,  nous  déduirons  le  théorème  de  Poncelet  du 
lemme  suivant, 

225.  Liemme.  —  Soit  S  une  conique;  les  coordonnées  carté- 
siennes d*un  de  ses  points  peuvent,  comme  on  sait,  s^exprimer  en 
fonction  d'un  paramètre  ou  argument  /,  sous  la  forme 

e.  ai/*-+- 6i^-i- Cl  a,  <* -h  6j  « -i- Cî 

■    ^  aa/'-f-^af  H-C3  *^        aa /«  _f_  ^3  ^  _f_  C3 

les  a,  by  c  étant  des  constantes.  A  une  valeur  de  t  ne  correspond 
qu'un  seul  point  de  la  conique  S;  inversement,  à  un  point  de  la 
conique  ne  correspond  qu'une  valeur  de  t  :  par  exemple,  t  peut 
être  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  le  point  x^  y  k 
un  point  fixe  de  la  conique. 

Les  équations  (S)  ne  changent  pas  de  forme  si  Ton  y  remplace/ 
par  une  nouvelle  variable  0,  définie  par 

7O  -h  0  "(t  —  a 

*ï  ?>  T>  ^  étant  des  constantes.  Soient  alors  /o?  ^i>  ^2j  ^3  les  ar- 
guments t  de  quatre  points  quelconques  de  S;  e^j  et,  eo,  ^3  les 
valeurs  de  8  qui  leur  correspondent  par  (i);  je  dis  que  je  puis 
choisir  a,  P,  y,  8  de  manière  que  g^  =  00  et  que  ^i  -h  ^a  4-  ^3  =  o. 
Il  suffit  pour  cela  de  prendre,  pour  relation  (i)  entre  t  et  6,  la 
relation 

('2)  0  = — h/i,         {h  étant  une  constante), 

H.    -  II.  16 
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de  sorte  que  e^  sera  bien  infîni,  et  de  déterminer  ensuite  h  de 
innniùre  que  Ton  ait 


I  I  I 


(3)  SA-h-; -^ :--+-- -=o 

1 —  «0 


tt in  t* tn  t-x ta 


car  e^  = +  A  : 

Ainsi,  et  c'est  !e  Lemme  que  nous  avions  en  vue  (*),  on  peut 
représenter  paramétriquement  une  conique  par  des  équations  de 
la  forme  (S),  de  manière  que  les  arguments,  0,  de  quatre  points 
donnes  (quelconques),  Ao,  A|,  Ao,  A3,  sur  la  conique,  soientres- 
pcctivement  00  et  trois  quantités  de  somme  nulle  (e<,  Ci,  e^), 

226.  Posons  maintenant,  dans  les  équations  (S),  où  Ton  a  écrit 

0  à  la  place  de  /, 

0  =  p(u,ei,ei,ei). 

En  vertu  de  cette  relation  et  des  équations  (S),  à  une  valeur 
de  pu  correspond  un  seul  point  de  la  conique  S,  et  à  un  point 
de  S,  une  seule  valeur  de  pw,  c'est-à-dire  deux  arguments  ellip- 
tiques u  (à  des  périodes  prés),  égaux  et  de  signes  contraires.  En 
d'autres  termes,  une  valeur  de  ;/  donne  un  point  de  la  conique,  et 
à  un  point  de  la  conique  répondent  deux  arguments,  4- a  et  — u: 
bien  entendu  les  arguments  u  -h  Période  donnent  le  même  point 
que  u. 

Cela  posé,  soit  c  une  constante  donnée  quelconque;  étudions 
Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint,  sur  la  conique  S,  les  deux  points 
d'arguments  w  et  c  —  u,  c'est-à-dire  deux  points  dont  les  argu- 
ments elliptiques  ont  pour  somme  c  :  cette  enveloppe  est  algé- 
brique, puisque  p{c  —  u)  est  fonction  algébrique  de  pu  (n**198). 

Par  un  point  de  S,  d'arguments  ±  «,  passent  évidemment  deux, 
et  deux  seulement  de  ces  droites,  à  savoir  celles  qui  joignent  res- 
pectivement ce  point  aux  deux  points  czpw;  l'enveloppe  des 
droites  considérées  est  donc  une  courbe  de  seconde  classe,  c'est- 
à-dire  une  conique,  T'.  Il  est  facile  de  trouver  les  quatre  points  où 


(')  On  vérifie  immédialcment,  à  l'aide  de  (i)  et  des  expressions  6^  = --4- A,.... 

qu*on  a,  en  désignant  par  A*  une  constante, 

dt  k  </e 


V'('-'o)(^-^)U-'i)('~^3)        V'(0-c,)(0-e,)(e-e,) 


I 
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la  conique  S  est  coupée  par  ï'  :  soit  u  rargumenl  de  Tun  d'eux; 
les  deux  tangentes  menées  à  T'  par  le  point  u  doivent  coïncider, 
et,  comme  elles  joignent  respectivement  u  aux  points  c -h  w  et 
c—  uAe  la  conique  S,  il  faut  que  ces  deux  derniers  se  confondent, 
c'est-à-dire  que  l'on  ail 

c  -\-  u  ^=±{c  —  u)  ->r-  Période. 

On  doit  prendre  le  signe  -i-,  sinon  on  trouverait  pour  c,  qui 
est  donné  arbitrairement,  une  valeur  particulière  (c  =  ^  Période)  ; 
OD  aura  donc  2 //  =  Période,  et,  par  suite,  en  appelant  2  C0| ,  2 (O2, 
2(1)3  les  périodes  de  p(w,  ^1,  Ca,  63),  on  obtient  les  quatre  solu- 
tions 

u  =  o,  coi,  wj,  CJ3        (4-  Période), 

ce  qui  donne 

pu.     c'est-à-dire     0,         =  ^o,  ^i,  ej,  ej. 

Les  quatre  points  cherchés  sont  donc  les  quatre  points  donnés 
primitivement,  Ao,  Ai,  A2,  A3,  sur  la  conique  S.  Au  point  Aa 
(pw  =  00  ou  w  ==  o),  la  conique  T' touche,  d'après  ce  qui  précède, 
la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  d'argument  c. 

On  trouverait  évidemment  la  même  conique  T'si  l'on  changeait 
c  en — Cj  car  les  points  — cita,  coïncident  respectivement 
avec  les  points  cz^ii. 

Ainsi  :  Soit  S  une  conique  pour  laquelle  les  coordonnées 
cartésiennes  dUin  point  s'expriment  par  des  quotients  de  poly- 
nômes du  second  ordre  en  pu,  les  deux  dénominateurs  étant 
les  mêmes  :  les  droites  qui  joignent  sur  cette  conique  deux 
points  dont  les  arguments  elliptiques  ont  une  somme  {ou  une 
différence)  (*)  constante  c  enveloppent  une  conique  T]  toutes 
les  coniques  T',  obtenues  ainsi  en  faisant  varier  la  constante  c, 
coupent  S  en  quatre  mêmes  points,  qui  sont  ceux  d'arguments 
elliptiques  o,  (o,,  (o^,  (03. 

227.  Réciproquement,  considérons  les  coniques  T  qui  coupent 
en  quatre    points,   Aq,  A|,  Aa,  A3,  une  conique  S,  représentée 


(')  Au   lieu  de  la  somme,  on  peut  dire  la  diiïérencc,  puisque  les  arguments 
elliptiques  ne  sont  définis  qu  au  signe  près. 
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paramélriqtiement  en  t  par  des  équallons  du  type  (S)  :  intro- 
duisons, à  la  place  de  /,  un  paramètre  0,  lié  à  /  par  une  équa- 
tion (2),  de  manière  que  les  arguments  8  de  Aq,  A|,  A2,  A3 
soient  00  et  trois  quantités  de  somme  nulle,  ^i,  e^,  e^  :  si  Ton 
pose  8  =  jd(w,  ei,  ^2,  ^3),  je  dis  que  chacune  des  coniques  T  sera 
Fenveloppe  des  droites  qui  joignent  sur  S  les  points  d^arguments 
elliptiques  u  el  c  —  u,  c  étant  une  constante  convenablemenl 
choisie. 

Soit,  en  effet,  T  la  conique  considérée;  prenons  pour  ±  c  l'ar- 
gument elliptique  du  point  où  la  langente  menée  à  T  au  point  Aq 
(qui  répond  à  6  =  pM  =  oo,  c'est-à-dire  k  u  =  o)  coupe  de  nou- 
veau la  conique  S  :  Tenveloppe  correspondante  est  (n"  226)  une 
conique  T',  qui  passe,  comme  T,  par  Aq,  Aj,  A2,  A3  et  qui  touche 
en  Aq  la  droite  joignant  ce  point  au  point  d'argument  c,  c'est- 
à-dire  qui  a  en  Aq  la  même  tangente  que  T;  il  en  résulte  îmmt'?- 
diatement  que  T'  coïncide  avec  T  (*).  c.  q.  f-  d. 

228.  Théorème  de  Poncelet.  —  D'après  cela,  étant  données 
deux  coniques  quelconques,  S  et  T,  on  peut  représenter  paramê- 
triquement  S,  en  fonction  d'un  paramètre  pw,  de  telle  sorte  que 
les  tangentes  menées  à  T  par  un  point  arbitraire  de  S,  d'argument 


C)  Ce  ihéorcme  peut  recevoir  la  forme  suivante  :  Soient  u'  et  u'  les  argu- 
ments elliptiques  des  deux  points  où  une  tangente  de  T  coupe  S;  on  a 
du'àz  du"  =  0,  quand  on  passe  de  cette  tangente  à  la  tangente  infiniment  voi- 
sine. Or,  on  a  posé  6  =  pw,  d'où  rf9  =  p'udu,  c'est-à-dire 

d^ 

du  =  — « 


Vi(^-e,)(0-ej)(0-cj 
ce  qui  donne 


rfô'  .  dr 

=  o. 


VM^' -  e,)  {^' -  e,)  {b' -  e,)        y/f^b" -  e,)  {r-e,){r -  e,) 

Revenant  de  6  à  Tancienne  variable  t,  on  obtient  ainsi,  d'après  la  Note  du  n*22ô, 
la  relation 

dt'  dt" 

=  0, 


\f{l'-t,){t'--t,){t'^t^){i'-t,)     ^{r-t,){t''--t,){t''-t,){t''—t,) 

t'  et  t'  étant  les  arguments  des  deux  points  où  la  conique  S  est  coupée  par  um* 
tangente  quelconque  de  T,  et  /g,  <,,  t^,  t^  les  arguments  des  points  où  elle  esi 
coupée  par  T.  {Voir  une  démonstration  directe  de  ce  théorème  au  n*280,  Note.) 
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elliplîqiie  ±  </{,  coupent  de  nouveau  S  respectivement  aux  points 
irargumenls  c  ±:  £/| ,  ou  encore  Ui  ±  c,  c  désignant  une  constante. 
Prenons  par  exemple  la  première  tangente,  celle  qui  coupe  de 
nouveau  S  au  point  1/2;  ^^1  que 

Ml  =  Ml  -h  c, 

La  deuxième  tangente  menée  de  U2  à  T  coupe  S  en  un  nouveau 
point  f/3,  tel  que 

//,  =  w,  H-  c  =  «  I  -H  2  r, 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  sur  S  des  points  d'argu- 
ments 

Wi,     f/j-A-r,     W|-f-2c,     W|-h3c,     ...,     Ui-i-nCj     ... 

formant  les  sommets  successifs  d'une  ligne  polygonale  dont  les 
côtés  louchent  T;  pour  que  la  ligne  se  ferme,  avec  n  côtés,  il  faut 
que  le  (n  -h  i)'*"«  sommet  coïncide  avec  Ut ,  c'est-à-dire  qne  Ton  ait 

d'où 

ne  =  Période. 

Cette  condition  est  indépendante  du  point  initial  Ui  ;  si  elle  est 
vérifiée,  la  figure  polygonale  se  fermera  toujours,  quel  que  soit 
le  point  de  départ,  sinon  elle  ne  se  fermera  jamais. 

Donc  : 

Deux  coniques  étant  donnéesy  il  n  existe  pas,  en  général, 
de  polygone  de  n  côtés,  inscrit  à  l'une  et  circonscrit  à  l'' autre; 
si  un  tel  polygone  existe j  il  y  en  a  une  infinité  d'autres. 


(')  Le  point  —  u  étant,  sur  S,  le  même  que  le  point  u,  on  aurait  pu  aussi  écrire 

w,  4-  ne  =  —  Wj  4-  Période. 

Mais  en  ce  cas  on  n'aurait  pas  un  véritable  polygone.  Le  deuxième  sommet 
tf,4-c,  coïnciderait  en  effet  avec  le  n****,  w^-H  {n  —  i)c,  car,  en  vertu  de  l'équa- 
tion précédente,  on  a 

w,-}-(/i  —  i)c=— (i/,-Hc)4-  Période  ; 
et  ainsi  de  suite;  on  trouverait  donc  une  ligne  polygonale  repliée  sur  elle-même 
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229.  On  peut  déduire  de  la  ihéorie  précédente  d'autres  consé- 
quences intéressantes,  également  dues  à  Poncelet. 

1°  Si  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  les  (/i  —  i)  premiers  côtés  restent  tangents 
à  une  coniqueT,  l'enveloppe  dun^^"^^  côté  est  une  conique,  qui 
passe  par  les  quatre  points  d'intersection  de  S  et  de  T. 

Car,  S  et  T  élant  les  coniques  du  numéro  précédent,  si  W| , 
U2,  ..  •,  Un  désignent  les  arguments  elliptiques,  sur  S,  des  n  som- 
mets, et  si  les  (n  —  i)  premiers  côtés  touchent  T,  on  aura  (n**  228) 

Itj  =  M, -h  C,  «3=  «1-4-  2  c,  ....  u,t=Ui~h{n  —  i)c. 

Le  /i**°*"  côté  est  celui  qui  joint  les  sommets  u„  et  «i  ;  la  diffé- 
rence Uf,  —  Ui  étant  la  constante  (/i  —  i)c,  l'enveloppe  de  ce  côté 
est  (n''226)  une  conique  passant  par  les  quatre  points  d'arguments 
elliptiques  o,  (Oj,  Wj,  0)3,  c'est-à-dire  par  les  quatre  points  Ao,  Ai, 
A2,  A3,  communs  à  S  et  à  T. 

2°  Si  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  (n  —  i)  de  ses  côtés  restent  respectivement 
tangents  à  {n  —  i)  coniques  T,  T|,  ...,  T„_2,  coupant  toutes  S 
en  quatre  mêmes  points,  l'enveloppe  du  n'^'"*  côté  est  une 
conique  Tfl_i,  qui  passe  aussi  par  ces  quatre  points. 

Car  les  arguments  elliptiques,  sur  S,  des  sommets  successifs 
du  polygone  sont 

U\^  Uf—  Ux-t-  c^  1/5=  Ml-f- c -f-  Ci,  ..., 

//„  =  Mj  _f-  c  -h  cj  -h . . .  -}-  r„_2, 

et  la  différence  Un —  W|  est  encore  constante. 

De  même,  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  rang  h  au  sommet 
de  rang  k  enveloppe  également  une  conique,  qui  passe  par  les 
quatre  mêmes  points. 

230.  Application  au  pendule.  —  Nous  avons  trouvé  (n*'  222), 
pour  l'angle  (p  du  pendule  avec  la  verticale,  au  temps  t^  la  formule 

(5)  cot-i— ^ — '-  =  ^cotOo-+-p<^» 


/cos©  =     -'-      -,-' -; 
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i' désignant  une  quantité  proportionnelle   au  temps.  On  déduit 

de  Ja,  pour  cot--j  une  expression  de  la  torme  cot -*-  ==  — ; r— -» 

'  "^  a  "^  À         m  -i-  H  p  V 

les  m  et  /i  étant  des  constantes  :  par  suite,  les  coordonnées 
/sincp  et  /cos^,  du  point  pesant  pendulaire  qui  décrit  une  circon- 
férence S  de  rayon  /,  auront,  en  fonction  de  pr,  des  expressions 
du  type 

,  ,  /sino=       '    -       -,-  

p^v  ->r  b:^pv  -^C:^,  *         «3^-^' -H  6>3pi^-hC8 

(a/,  6/,  c/=  const.). 

Ces  expressions  sont  semblables  à  celles  introduites  aux  n**'  225 
et  226  pour  la  conique  S;  donc  la  droite  qui  joint  sur  la  circon- 
férence S  deux  points  dont  les  arguments  v  ont  une  différence  fixe, 
c'est-à-dire  deux  positions  du  pendule  séparées  par  un  intervalle 
de  temps  constant,  enveloppe  une  conique,  T',  coupant  S  aux 
points  pour  lesquels  on  a 

pv  —  ce,  ei,  Ci^  6'3. 

Or  la  formule  (5)  ci-dessus  donne  respectivement,  pour  jd(^  =  co 

et  pi^  =  g,  =  -  cot©Q,  les  valeurs  cp  =  Ço  et  ^  =  —  cp,,,  comme  on 

l'a  vu  d'ailleurs  au  n°  223  :  les  points  correspondants  sur  S  sont 
la  position  initiale  du  point  pesant,  et  sa  symétrique  par  rapport 
à  la  verticale  du  point  de  suspension.  Pour  pt'  =  e^  ou  ej,  c'esl- 

à-direpp=±:/ —  -cot'^o>ona 

rot  •  —  col  -î— 

col  -•    '  — ^  =  _  t,         ou =  rb  £, 

I  -h  col-'-  cot-^ 

ce  qui  donne 

cot^-=±i:        d'où        colo  =dcL 

et  les  deux  points  correspondants  sur  S  sont  les  points  circulaires 
à  l'infini.  La  conique  T'  est  donc  une  circonférence,  qui  passe 
par  la  position  initiale  du  point  pesant  et  sa  symétrique  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension.  Donc  enfin  : 

Soit  un  point  pesant  pendulaire,  partant  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  position  Aq]  désignons  par  A'^,  le  symétrique  de  A« 
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par  rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension  :  la  droite  qui 
joint  deux  positions  du  point  pesant  correspondant  à  un  écart 
de  temps  donné  enveloppe  une  circonférence  qui  passe  par  A© 
et  A^;  ou  encore  : 

Si  deux  pendules  de  même  longueur  sont  partis  sans  vitesse 
initiale  de  la  même  position  OA©,  mais  à  des  moments  diffé- 
rents, la  droite  qui  joint  à  chaque  instant  leurs  extrémités 
enveloppe  une  circonférence  passant  par  Ao  et  AJ,  (Jacobi). 

231.  Arc  de  lemnisoate.  —  L'hyperbole  S,  x- — y-=^a''^,  a 
pour  représenlalion  paramélriquc 

^    '  at  -^  At 

Elle  est  coupée  par  la  conique  T,  d'équalion 

Kx^-h y^)-h  x^  —  y^  —  a'  =  o, 

quelque  soil  X,  aux  quatre  points  dont  les  arguments  t  sont  les 
racines  de  Téqualion  i^-f- 1  =  o;  donc  (note  du  n®  227),  si  £'  et  t" 
sont  les  arguments  des  points  où  une  tangente  quelconque  de  T 
rencontre  S,  on  a 

D'ailleurs  la  droite  ux  ■+•  vy —  i  =  o  sera  une  tangente  de  T  si 
Ton  a 

(8)  iL_[L_HiLl_-i. 

^     '  A  -h  l  A  —  I 

La  transformée  de  Thyperbole  S  par  inversion,  l'origine  étant 
pôle  et  la  puissance  a^,  est  la  Lemniscate  L 

cl,  pour  le  point  (Ç,  rj,  transformé  du  point  (6),  (^,  J'),  de  l'hyper- 
bole, on  a 


,    .  ^  a^x  t^-^-t  a'^y  t^—t 


• 


La  tangenle,  ux  +  r_^  —  i  =  o,  de  ï  a  pour  inverse  le  cercle 


CHAPITRE   IV.   —   APPLICATIONS   DES    FONCTIONS   ELLIPTIQL'ES.  ^49 

donl  le  centre,  -a^u^  -fl^r,  est,  en  verlii  de  (8),  sur  la  conique 

celle-ci  a  pour  foyers,  quel  que  soit  A,  les  deux  points  d'abscisses 

±:  —  sur  Taxe  des  x^  points  que  l'on  nomme  \cs  foyers  singuliers 

/•i 

de  la  Lemniscate  L. 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  si  /'  et  t"  sont  les  arguments 
des  deux  points  (autres  que  Torigine  et  les  points  circulaires  à 
rinfîni)  où  la  Lemniscate  (9)  est  coupée  par  un  cercle  mené  par 
l'origine,  et  si  ce  cercle  varie  de  manière  que  son  centre  décrive 
une  conique  ajant  pour  foyers  les  foyers  singuliers  de  L,  on  aura, 
entre  /',  t*^  et  leurs  difTérentielles,  l'équation  (7). 

D'ailleurs,  des  expres>ions  (9)  de  Ç  et  •t\  en  fonction  de  ^,  on. 
lire 

d'où  pour  l'élément  d'arc  ds^  de  la  Lemniscate,  ds  =  a\J2, 


\/t^  -f-"i 
de  sorte  que  ré(| nation  (7)  s'écrit  ds^  ±  ds"=  o. 

En  d'autres  termes  : 

Soient  M'  et  M"  les  deux  points  mobiles  où  une  Lemniscate  L 
est  coupée  par  une  circonférence  quelconque  passant  par  son 
point  double  :  si  l'on  fait  varier  la  circonférence,  de  manière 
que  son  centre  reste  sur  une  conique  ayant  pour  foyers  réels 
les  deux  foyers  singuliers  de  L,  les  arcs  de  Lemniscate  par- 
courus par  les  points  M'  et  W  sont  à  chaque  instant  égaux. 
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Le  problème  que  nous  allons  aborder  dans  ce  Chapitre  est 
celui  du  calcul  efleclifdes  fondions  pw,  JJm,  dUy  quand  on  part  des 
invariants  g^  et  g^. 

A  cet  effet,  nous  introduirons  d'abord  une  nouvelle  fonction, 
la  fonction  6(f^),  qui  est  liée  à  du  d^une  manière  simple,  et  qui 
offre  l'avantage  de  pouvoir  être  exprimée  par  une  série  très  con- 
vergente. 

232.  Retour  sur  la  fonction  a'u.  —  Reprenons  la  fonction  du. 
formée  avec  les  périodes  2a)ot,  awp,  2(0y,  (coa-f-  wp-f-  (Oy=  o);  on 
a  (n<>  178) 


(0 


or  (  W  -^  2  Wat  )  —  —  e-TQ«  (M-HOïa)  3*  u 


étant  posé  via  =  ^coa.  Il  y  a  entre  les  quantités  r^a  et  Wa  des  rela- 
tions remarquables. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  rapport  wpicoa  ait  sa 

F»g-  79- 


2(0 


03 


partie  imaginaire  positive,  et  considérons  {fig»  79)  un  parallélo- 
gramme construit,  à  partir  d'un  point  quelconque  A,  avec  les  deux 
périodes  2(t)a,  awp.  Je  dis  que  si  l'on  décrit  le  contour  du  parallé- 
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logramme  à  parlir  de  A,  en  commençaDt  par  le  côté  AB,  qui  re- 
présente 2(0a,  on  le  décrit  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  que 
l'angle  BAD  est  compris  entre  o  et  tt.  En  effet,  soit  posé 

2ti)a=  p(coso-i-  i  sinç),         2a)p=  p'(coso'H-  t'sincp'), 

on  a 

__r  =  i_  rcos(o' —  çp)  •+-  i  sin(c&' —  o)], 
u)a         p  '        ^  *        ^^  ^  *         *  ^^ 

et,  puisque  le  rapport  o)p  *  (Oa  a  sa  partie  imaginaire  positive, 
l'angle  ç' — <p,  c'esl-à-dire  l'angle  BAD,  a  son  sinus  positif,  ce 
qui  établit  la  proposition. 

Cela  posé,  l'intégrale  — — .   /  î^wrfw,  le  long  du  contour  ABCD, 

est  égale,  d'après  le  théorème  des  résidus,  à  l'unité,  car  Cm  n'a 
qu'un  pôle  à  l'intérieur  du  contour,  avec  le  résidu  +1;  mais,  à 
cause  de  la  relation  ÎJ(m  +  2(0û)  =  ^m  -f-  2*^0,  on  a  évidemment 

Jf    X^u  du  -^  l    ttiidu  =  —    /     'iT^adu  —  —  4 ^i3 ^a ; 
AB  *^CD  «Ail 

et,  de  même, 

J'     Ç  u  du  -h  I     Ç  w  du  =  4  ^,aWo, 
lie  «^DA 

d'où  la  relation  finale 

I  TZC 

(2)  ^^^-C^^jaw^  — 4"'îp«'ia)  =  ï  ou  'îawp  — ^,^wa=  —  • 

233.   La  fonction  thêta.  —  Posons  pour  un  instant 

(3)  F(u)=—e   '^**"«3'z/: 
on  a,  en  vertu  des  relations  (1), 

I    F(wH-2(oa)  =  — F(w), 

ou,  en  tenant  compte  de  (2), 
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ce  qui,  si  Ton  pose  q  =  e    ***«,  s'écrit 


-TZi" 


(5)  F(w -+- aco^)  =  —  «y-iff        '•»«F(m). 

On  voit,  par  (4),  cjuc  F  (a)  change  de  signe  par  Paddition  à  // 


lie 


(le  awai  donc  la  fonction  F(u)le  ****«  admettra  la  période  aw^,  et 
comme,  en  vertu  de  (3),  elle  est,  ainsi  que  rftt,  holomorphe  dans 
tout  le  plan,  on  pourra,  dans  tout  le  plan,  la  développer  en  série 
de  Fourier  (n"  124),  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 


négatives  et  positives,  de  l'exponentielle  e 


iir  — 


r/  // 


F(U):€      «««  =  >    XnC 


ou 


(6)  F(//.)  =  >  \„e  »«•>«. 

Écrivons  maintenant  que  F(u)  satisfait  à  la  relation  (5)^  il  vient 


ri  4-2(03  ti 

tin-^Dirz—z '-  .  V^    .         (in  —  DlTZ      - 


V^  .       ts/i  +  nii:— .V^  .       ' 


d'où,    en   égalant    dans   les   deux    membres   les    coefficients    de 


(Jn  — 1)17:.- 

e 


// 


1 

A„_,7î«-»  — —  (7-«  A„        ou         A„  =  — <7««A«_,. 

On  en  conclut  immédiatement 

A,,  =  (—  i)«5r*/n-ï(//-i'+--  +  »Ao~  C—  i)"y"'-^'*Ao5 

A     '  . 

et,  en  posant  Ao=  -^  g^j  on  obtient,  pour  F(w)  :  A,  la  série,  que 

nous  désignerons  par  8(w), 


F(m)  -,  IV,  ^  ("-^l)         <»"-«l»/« 


1  .«  ji_ 


D'après  les  propriëlés  de  la  série  de  Fourier,  cette  série  converge 
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absolument  et  uniforméraenl  (*)  dans  toute  région  finie  du  plan; 
en  vertu  de  la  définition  (3)  de  F(«),  elle  représente  une  fonc- 
tion entière;  ses  dérivées  successives  s'obtiennent  (n**  117)  en  la 
dérivant  terme  à  terme. 

On  peut  écrire  la  série  0(w),  en  groupant  les  termes  qui  ré- 
pondent à  /i  et  à  —  n  —  i , 


1 .» 


Jmà  '  2a)a 

0 

La  liaison  entre  ^a  el  hu  est  donnée  par  (3)  et  (7)  : 

(9)  0(M)^  -v—^    ''**««3'a, 

où  A  est  une  constante  qui  reste  à  déterminer.  Or,  pour  u  =x  o, 
le  rapport  du\u  tend  vers  i,  puisque  (^1/ =  m -h  rf,  w^-j-. . .  ; 
c'est  dire  que,  en  vertu  de  (9),  la  dérivée  de  6 (a),  pour  u  =  o, 

est  ;— r — •  On  a  donc,  en  formant  O'(o)  d'après  (8), 

(10)  —  = '2- >  (2/1 -f- i)^yV      î/  =  27:\,<7*— igr^-h  5^  ♦  — ..J. 

0 

La  fonclion  8(w)  est  impaire  en  m,  en  vertu  de  (9),  puisque  du 
est  impaire;  elle  vérifie,  comme  F(w),  les  relations  (4)  et  (5). 

234.  D'une  fonction  du  donnée,  on  peut  déduire,  par  la  mé- 
thode précédente,  une  infinité  de  fonctions  thêta^  puisque  âco^t, 
2cup  désignent  un  système  primitif  quelconque  ('•*)  de  périodes 
de  d^  et  que  d  ne  change  pas  (n**  181)  quand  on  remplace  un 
système  primitif  par  un  autre  :  toutes  ces  fonctions  thêta  ne 
diiTèrent,  en  vertu  de  (9),  que  par  un  facteur  exponentiel,  mais 
leurs  développements  en  série,  (7)  ou  (8),  sont  plus  ou  moins 
rapidement  convergents  selon  la  valeur  de  q. 

Dans  les  calculs  numériques  qui  vont  suivre,  nous  supposerons 
qu'on  part  des  invariants  ^2  ^^  S^t  ®^  4"^  '^^  racines  ei,  (?2,  e^  sont 


(')  On  vérifierait  directement  la  convergence  de  la  série  des  modules  en  tenant 

compte  de  ce  que  u)^:  (o^  a  sa  partie  imaginaire  positive;  il  suffit  d'étudier  ^modi/„. 
(>}  On  suppose  toutefois  que  b>sl<^a  ^  ^^  partie  imaginaire  positive. 


254  DEUXIÈME   PARTIE.   —   FONCTIONS   D*UNE   VARIABLE   IMAGINAIRE. 

réelles  :  nous  avons  vu,  en  effet  (Tome  I,  n^^SoG),  que,  dans  la 
léduction  des  intégrales  réelles  elliptiques,  on  pouvait  toujours 
faire  en  sorte  que  le  polynôme  du  troisième  ordre  sous  le  radical 
eût  ses  racines  réelles,  et  cela  sans  introduire  d'imaginaires  dans 
les  calculs. 

Soit  posé  ^i>^3><?2;  la  fonction  p(w,  Ca)  admet  une  demi- 
période  réelle  û,  et  une  demi-période  imaginaire  Q!i  (û  et  û'  >>  o)  ; 
on  a 

et  les  périodes  2Û,  2l2'i  forment  un  système  primitif. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  formerons  la  fonction  thêta  d'après 
la  règle  suivante,  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  ^i  >  es  >  ej. 

1°  Si  €3  est  négatif,  nous  ferons,  dans  les  formules  (7),  (8), 
(9)»(»o)j 

Oix=U,  Wft  =:  -H  il' /,  li)y  =  — ri2 i>' I , 

d'où 

il' 

—  Il  — 

2"  Si  63  est  positif,  nous  poserons 

a)a  =  — Û'i,  a)ft  =  Û,  cji>v  =  —  il  +  û'f, 

d'où 

U 

—11—, 

et  nous  aurons,  dans  les  deux  cas,  puisque  a)^  :  (Oa  et  oûq^  :  cjy  ont 
leurs  parties  imaginaires  positives  (n°  232), 

Tzi  Tzi 

(11)  tQxWq  — r^3Wa=  — >  r^y  Wa— ïlaWy  = -— • 

Dans  les  deux  cas  aussi,  q  est  réel  et  positif,  ce  qui  simplifie 
beaucoup  les  calculs  (*). 


(')  Mais  Tavantage  principal  de  celte  règle  est  que,  dans  les  deux  cas,  q  est 


I 


certainement  inférieur  à  e~%  soit  environ  — *  de  sorte  que  les  puissances  de  q 

deviennent  rapidement  négligeables. 
Pour  rétablir,  démontrons  un  lemmc. 

Lemmk.  —  Pour  que  Q  soit  égal  à  Q',  il  faut  et  il  suffit  que  e^  soit  nul. 

En  eiïet,  soit  Q'  =  Q  :  les  périodes  2Û  et  2Q'i  formant  un  système   primitif, 
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!23d.   Cela  posé^  <?«  et  coa,  e^  et  (o^,  Cy  étant  définis  comme  on 
vient  de  le  dire,  écrivons  la  formule  (aS)  du  n°  200, 

3'*  (m  -I-  (OS  ) 

et  remplaçons-y  <3'w  par  sa  valeur  en  ft(w),   tirée  de  (9);  nous 
avons,  après  réductions,  en  tenant  compte  de  (1 1), 

TT/Ji.  r     I       h(u-^toa)y. 
et,  de  même, 

Si  l'on  remplace,  dans  ces  formules,  9  par  son  expression  (7)  en 
série,  et  -^  par  sa  valeur  (10),  on  obtient,  après  quelques  calculs 


on  a  (  n**  185  ) 


( a  m  il  -+-  2 m' Ui  )'     '   U"^  j— <  j* (  m  -f-  //*' i  ) 


G» 


or,  les  termes  de  g^  qui  répondent  respectivement  à  m,  m'  et  à  m'y  —  m  ont  une 
>omrae  nulle,  car  (m-h/n'i)*  =  — (/n' — mi)*;  on  a  donc  ^'3=0,  d'où  63=0  el 
Cj  =  —  e,,  puisque  Cj  4- 62-1-63=0.  Inversement,  si  63=  o  et  «2=  — e,,  on  a  (  n*  203) 


\x{x-—e\) 

d'où,  évidemment,  û'=  il. 

Par  suite,  si  l'on  suppose  par  exemple  e3<o,  et  si  e,,  Cj,  e^  varient  sans  que  c, 
cesse  d'être  négatif,  la  différence  réelle,  Q.  —  Û',  ne  pouvant  s'annuler,  garde  un 
signe  constant.  Pour  déterminer  ce  signe,  prenons  le  cas  particulier  63  =  —  i, 
63  =  —  I  —  e,  6^=  2  4-  e,  et  faisons  tendre  e  vers  zéro  par  valeurs  positives  :  on 
reconnaît  sans  difficulté  que  Q.\  c'est-à-dire 

,    /•'*'  dx 

mod 


^  -  -r  & 


(a;-|-I)(j7-+-I-+-Ê)(j7—  2  —  gj 

tend  Tcrs  Tinfini,  tandis  que  û  reste  fini;  donc,  si  63 <o,  on  a  û'>  û.  Au  con- 
traire, si  63>-o,  on  reconnaît  de  même  que  £2'<  Û;  donc,  dans  les  deux  cas,  la 

quantité  q  définie  plus  haut,  e      U  si  e3<  0,  et  e      û'  si  e3>o,  est  inférieure 
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faciles, 


eft  = 


T.^ 


'P 


V       ^     r-       -    ^  i — a^COS !-2ûr*C0S2 27'cos3 


Ztujl    I  —  .iûr-h'27^ — 2»*-+-...        J-    .      irw           ^    .    .,   tzu          V-    •    ^    "^  " 
*\  ^        ''  '  <7*  sin ûr*sini hg  *  siiiS . 

\  ''  2t03t  ■*  'J-^Oi  'iti»3t 


^r  = 


.    /         î        ^1-       ,     M  I-i-27COS |-2<7*COS"2 i-2<7'cos3 

_'ir*/     q*  —  ôq*-hoq*  — ...  to»         ■'  Wa  co 


4wl\     H-2  7-h2<7*-H2<79-|-...  [.     .       TÎM  ;?      .     .-    TZtl  -M     •      .     "TU 

*\  ^         ■*  '■  <7*sin 7*sinJ J-<7  *  sin^ 


EnGn,  faisons  </  =  (o^  dans  la  première  de  ces  formules;  nous 
iroiivons 

/      '  ?.  2  5  \    S 

,   .,  T*  /  7^    -   37^-h  .)<7  *  — ...     I -h  2<7 -4- 2r/*-i- -^r/'-î-...  \ 

('^>  -'-''^=i4'.-4+^^ — i   /  V —  ' 

et,  en  divisant  membre  à  membre  les  formules  (i  2),  où  nous  faisons 

ex  —  e<^        \ i  -+-  V. q  -h  2 q* -t-  'iq*^-T-. . 

236.  Calculs  définitifs.  —  Observons  maintenant  que,  pour 
pousser  jusqu^aux  chiffres  le  calcul  des  intégrales  elliptiques,  tel 
qu^il  a  été  indiqué  au  n°  210,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  savoir 
résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Étant  donnés  g^  et  g^^  calculer  pii^  ^w,  du  pour  une 
valeur  donnée  de  u  ; 

2"  Calculer  u  connaissant  pu^  c'est-à-dire  résoudre  l'équa- 
tion en  u,  XQ  =  pu. 

237.  Premier  problème.  —  On  calculera  d'abord  les  racines 
6',,  ^2,  Cz  du  polynôme  4^'  —  g2^  —  ©3  =  0,  (ei>e3>e2);  nous 
savons  (n®  234)  qu'on  a  pu  faire  en  sorte  qu'elles  soient  réelles  : 
désignons-les  par  e?a,  ep,  ey,  suivant  les  indications  du  n°  23 1. 

Calcul  de  q.  —  Déterminons  maintenant  la  quantité  q.  ou 
e  '***«.  On  a,  par  (i/J)? 


g—  gy  _  / '  —  •>. y  -h  2 ç*  —  2 «y» -f- . .  . \ * 
a —  «3  ""  \\-\-  iq  -i-  27* -i-  2gr»-t-. .  ./ 


e 
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équation  d'où  Ton  peut  tirer  q\  on  sait  que  la  quantité  q  cherchée 
est  réelle,  positive  et  inférieure  à  — ;  on  la  trouvera  donc  en  écri- 


vent 


I  -r-  -2(7  -♦-  -2  7  ♦  -h  •2</'*  -h  .  .  .    ~^    V     ^a 


la  racine  quatrième  étant  la  racine  quatrième  arithmétique,  posi- 
tive, de  la  quantité  positive  (n^*  234)  (^a — ^y)*(^a— ^p)-  On 
résoudra  cette  équation  en  q  par  approximation;  on  négligera, 
par  exemple,  q"^^  q^^  .  . . ,  en  prenant 

d'où  une  valeur  approchée  de  q;  pour  avoir  une  approximation 
plus  grande,  on  remplacera  q  par  cette  valeur  dans  les  termes  q\ 
</',  •  •  • ,  et  l'on  obtiendra  une  nouvelle  équation  donnant  encore  q 
linéairement,  etc. 

Calcul  de  0)^,  (t)p,o>Y. —  Connaissant^,  on  obtiendra  a)apar(i3)  : 

/      1  9  J?5  \   J 

izi    (  q*  ^  H7*-4-  57  ^   -f-.  .  .        I  -f-  î>.<7  -h  2<7*-|-.  .  . 

^  étant  très  petit,  quelques  termes  suffiront  dans  chaque  série;  on 
choisira  le  signe  de  Wqc  d'après  les  règles  du  n°  234.  L'équation 

^  =  e     ^a         ou  wp  = — rLognrp.y 

donnera  ensuite  a>p,  et  Wy  sera  —  (<*>«+  ^^^p)- 
Calcul  de  <^u,  —  On  se  servira  de  (9)  : 


»i> 


où  l'on  fera 


c'a  =  2Ati>3te  "*'•»«  0(w), 


=  2|  ûT^  sin 7*  sin3 h  7  *   siiu 

H.  —  II.  17 


•  •  •  I  • 
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Quant  à  Tj^,  on  le  calculera  en  observant  que  a^"(o)  est  nul,  en 
raison  du  développement  <^tt  =  m  +  ûf|  m'-î-,  . . .  Écrivant  alors 
que  la  dérivée  troisième  de 

s^annule  pour  m  =  o,  et  observant  que  0(o)  et  6"(o)  sont  nuls, 
puisque  6(;/)  est  impaire,  on  a 

^— =- 3- e(.7)  —  ^T-^^î— ç:^- 

Calcul  de  tu.  —    Par  définition,    Çw  =  — ^  =  — h  ^,  ",  ; 

lout  est  connu  au  dernier  membre,  car 

e'(„)  =  —  y  (-•)"<?'^""^*'(*« +  '^«"""""'''=^ 

—  «0 

=  — (  ûT*  cos 3<7»cos3 H  57*   cos5 ...). 

ai«\''  awa  '-iWx  '^<*>a  / 

Calcul  de  pu.  —  On  emploiera  Tune  des  deux  formules  (12), 
dans  les  seconds  membres  desquelles  tout  est  connu;  on  pourrait 
aussi  partir  de  la  relation 

238.  Second  problème.  —  Il  s'agit  de  calculer  u,  connaissant  p  u. 

Observons  d'abord  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  que  u 
est  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  construit  sur  les 
périodes  2Û,  2Û'/,  c'est-à-dire  aco^  et  awp,  et  dont  le  centre  est 
à  l'origine  :  car  l'équation  p;^  =  Xq  a,  dans  ce  rectangle,  deux  solu- 
(  ions  en  u,  Uq  et  —  Uqi  égales  et  de  signes  contraires.  Pour  chacune 
d'elles  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  sont  respectivement 
compris  entre  — û  et  +  Û,  et  entre  —  û'  et  -h  û',  de  sorte  que  les 
quantités,  inverses  l'une  de  l'autre, 

—  Tir--  11/--- 

e        *•*«     et     e     *«»* 
ont  leur  module  compris,  dans  tous  les  cas,  entre  ^r  et  -• 
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Pour  calculer  ces  deux  valeurs  de  zf,  divisons  membre  à  membre 
les  deux  équations  (12)  ;  nous  avons 

.  I  —  '27  008 r-2f/'C0S'2 ... 


•xq-^riq* — ...                           izu             ,            T.u 
^  ^  l-H'iûrCOS -H-2<7^C0S2 h... 


Dans  le  premier  membre,  le  signe  doit  être  choisi  de  manière 
que  la  partie  réelle  soit  positive  (*  ),  et  Ton  peut  écrire,  puisque  p  a 
et  q  sont  connus, 

•nu  -  "nu 

I  —  27COS h2<7*C0S'2 ... 

(16)  =M. 

TZU  IZU 

1  -f-  2  7  COS h  2  7*  COS  2 H  .  .  . 


(')  On  a  vu  (n*  207)  que,  u  étant  réel,  pu  varie  de  4-00  à  e,;  la  formule  (8) 
d'homogénéilé  du  n*  206,  où  Ton  fait  7c  =  — i,  donne 

P{ui,  g^,  —  g.,r=  —  P{U,  g.,g^), 

c  C3t-à-dire 

p{ui,  €j  -  —  p{u,  —  ej, 

ce  qui  montre  que,  u  étant  purement  imaginaire,  pu  varie  de  — 00  à  —  e,,  qui 
est  la  plus  grande  des  racines  —  e^^.  Enfin  les  formules  d'addition  du  n»  199,  où 
Ton  fait  ci>,=  û,  0),=  Q'i,  donnent 

on  en  conclut  que:  !•  u  étant  réel,  p(w-h  û'/)  varie  de  e,  à  63  ;  a»  (^  étant  rccl, 
p(v<-H  û)  varie  de  e^  à  e,.  En  réunissant  ces  résultats,  on  voit  que: 


(0 

U  étant  réel, 

(a) 

u  étant  i'£  +  Q, 

(3) 

M  étant  M  H-  i2'/, 

(4) 

{«  étant  W 

pM  varie 

de 

-4-00  à 

^i. 

pu        » 

e,  à 

«3» 

pw        » 

63  à 

^3' 

p  W          0 

e,  à 

—  ^ï 

et  ce  Tableau  montre  que,  si  pu  est  réel,  u  est  nécessairement,  à  des  périodes 
et  au  signe  près,  de  l'une  des  quatre  formes  (  1  \  (  2  ),  (  3  ),  (  4  ) . 


/pa-e, 
1/   ,  ou 

V       P"  —  ^r 


Cela  posé,  considérons  la  fonction  1/  -^  où  le  signe  du  radical  est  tel, 

^  Vpu  —  e^ 

d*aprcs  (i5),  que  la  fonction  soit  égale  à  -t-i  pour  u  =  o.  Soit  X  -4- Y i  la  valeur 
de  cette  fonction  pour  un  point  u,  intérieur  au  rectangle  de  centre  ix  =  o,  con- 
struit sur  les  périodes  3Û,  2Q'i:  je  dis  que  X  ne  peut  être  nul.  Car  pour  X  —  o, 
p  u  serait  réel  et  compris  entre  e^  et  c  ,  c'est-à-dire  entre  e,  et  e^  ou  entre  c,  et  e^, 
cl,  d'après  le  Tableau   précédent,  u  serait  sur  un  des  côtés  du  rectangle.  Doiirt 
X  ne  s'annule  pas  dans  le  rectangle,  et,  comme  il  est  égal  k  -t- 1  pour  u  —  o,  il 
reste  positif. 
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Posons  z  =  e    ***«;  celle  équation  devient 


(17)  ^:^ =M. 

2  ?"'-' 


—  00 


On  peut  la  résoudre  en  z  par  approximation,  en  s'appuyant  sur 
ce  qu^elle  admet  deux  racines  Zj  inverses  Tune  de   Tautre,   de 


±ir/"* 


module  compris  entre  q  el  ->  à  savoir  les  quantités  e        "*  défi- 
nies plus  haut. 

Écrivons  (17)  sous  la  forme 


l-\- 


^(,^i)H_^.(^,,^J.j_H^3(.3^±)H-.. 


=  M; 


nous  pouvons,  comme  première  approximation,  négliger  les  termes 
on  q\  q^^  ...;  car,  pour  chacune  des  racines  z^  définies  tout  à 

l'heure,  mod^o  étant  compris  entre  q  el  -t  on  a  évidemment 

mod  (  ^0  -t-  —  )  <  modiîo  -h  mod  —  <  -  » 
^î  H — ;  )  <  '"od  zl  -h  mod  — ,-  <  —-  ♦ 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  les  termes  en  q^  ont  leur  module  infé- 
rieur à  y*—  ou  a^r-,  quantité  très  petite,  puisque  q  ne  dépasse 

pas  —  9  et  ainsi  de  suite. 
»      20 

On   a   donc,   pour  déterminer    une  valeur  approchée  de    z^ 
léqualion 

.      '-g(-'^^)  /  «\        •    --M 

qui  a  pour  racines  deux  quantités  de  la  forme  Z|  et  ^  • 
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Une  seconde  approximation  permettra  d'avoir  une  valeur  plus 
exacte  de  z,  et  ainsi  de  suite. 


Connaissant  3,  on  aura  u  par  la  formule  z:=e    "•*,  d'où 

TZl =  JOg3  -4- 2/717:^  ou  M=         .  log  3 -f-  ^ /«  tO^, 

dix  ~  ^ 

et  ron  choisira  l'entier  m  de  manière  que  u  soit  compris  dans  le 
rectangle  considéré  plus  haut. 

JLa  seconde  solution,  -^  donnerait 

U  — :  loff5  -f-  '2  m  0)ai 

c'esl-à-dire  la  même  valeur  de  w,  au  signe  près  et  à  une  période 
près. 


/ 


TROISIEME  PARTIE. 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  —  DÉFINITIONS  ET  GÉNÉRALITÉS. 


239.  Ordre.  —  On  nomme  équation  différentielle  d'ordre  n 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette  variable  et 
les  dérivées  des  divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu'à  Tordre  /i, 
inclusivement.  Si  ^  est  la  variable  et  y  la  fonction,  Féquation  diffé- 
rentielle est  de  la  forme 


On  peut  se  rendre  compte  que  la  solution,  ou  intégrale  gêné 
raie  j^,  d'une  équation  différentielle  d'ordre  /i,  dépend  de  n  con- 
stantes arbitraires. 

Résolvons  en  effet  Péquation  par  rapport  à  -r—  : 


y  -.^[^  ^  <y         d'^-'y\ 


Imaginons  que  nous  nous  donnions  arbitrairement  les  valeurs 

Aej't  J-^  •••»    ,  ^^_^  pour  une  valeur  .r©,  de  x\  1  équation  préce- 

dente  nous  fait  connaître,  pour  x  =  Xq^  la  valeur  de  ;t~  ;  et,  en 
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dérivant  cette  équation  par  rapport  à  x,  nous  connaîtrons  succes- 
sivement les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  de  ^,  pour  x  =^  Xq. 
Appliquons  alors  à  y  le  développement  de  Tajior,  nous  obtien- 
drons l'expression  de  celle  fonction  sous  la  forme 

Or,  le  second  membre  renferme  n  constantes  arbitraires^  à  sa- 
voir yoî(^)  »•••'(  7~;7zr)  »  et,  par  suile,  la  fonction  la  plus  géné- 
rale y,  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  d'ordre  /i,  doit 
renfermer  n  constantes  arbitraires.  Il  resterait,  il  est  vrai,  pour 
compléter  ce  raisonnement,  à  établir  la  convergence  de  la  série 
considérée  plus  haut;  nous  indiquerons  ultérieurement  les  résultats 
obtenus  par  Cauchj  sur  cette  question. 

240.  Équations  du  premier  ordre.  —  D*après  cela,  dans  le  cas 
d'une  équation  du  premier  ordre  : 

V intégrale  ou  solution  générale, y ^  renferme  une  conslante  arbi- 
traire C;  elle  est  donc  donnée  par  une  relation  de  la  forme 

(2)  ^'{x,y,C)  =  o, 

Inversement,  l'intégrale  générale,  c'est-à-dire  la  relation  (a), 
étant  connue,  on  peut  retrouver,  comme  il  suit,  l'équation  diffé- 
rentielle initiale.  Dérivons  Téqualion  (2)  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  x\  il  vient  : 

(3)  ^•^^%^-,=  o; 

éliminons  ensuite  C  entre  (2)  et  (3);  nous  obtenons  une  relation 

(4)  F(..^,g)=o 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (1). 

En  effet,  d'après  l'hypothèse  et  d'après  la  formation  de  (4),  les 
équations  (1)  et  (4)  sont  vérifiées  par  la  fonclion  j^,  de  x^  déQuîe 
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par  la  relation  (2),  quelle  que  soit  la  constante  C;  si  elles  n'étaient 

dy 
pas  identiques,  en  éliminant  entre  elles  -j-y  on  obtiendrait  une 

relation  ç(.r, y)==o,  vérifiée  encore  par  la  même  fonction  j^. 
Mais  en  choisissant  convenablement  la  constante  C,  dans  (2),  on 
j^eut  faire  en  sorte  que^,  pour  une  valeur  donnée  de  x^  ait  une 
valeur  arbitraire  :  il  ne  peut  donc  exister  de  relation  de  la  forme 
^{^^  y)  =  ^  entre  x  et  y,  et  dès  lors  les  équations  (i)  et  (4)  sont 
les  mêmes. 

2il»  Solutions  générale  et  singulière.  —  L'équation  différen- 
tielle proposée  (i)  a-t-elle  d'autres  solutions  que  la  fonction  jk  dé- 
finie par  (2)  :  ^(x,  y^  C)  =  o? 

La  proposée  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  résultat  de  Téli- 
mination  de  C  entre  les  deux  équations 

(2)  4>(>,  ^,  C)=o, 

(3)  *-,^^I  *;,_-_,, 

peut  être  remplacée  par  le  système  de  ces  deux  équations,  où  les 
deux  inconnues  sontjK  et  C  :  en  d'autres  termes,  intégrer  la  pro- 
posée (1)  revient  à  irouver  deux  fonctions  y  et  G,  de  la  variable  r, 
vérifiant  (2)  et  (3).  Or,  si  Ton  dérive  (2)  par  rapporteur,  on  a  : 

(5)  *-'^.^*>+.te*«^  =  °' 

équation  qui,  en  vertu  de  (3),  se  réduit  à 

(b)  ^:.*'^-''' 

et  le  système  des  équations  (2)  et  (6)  est  évidemment  équivalent 
au  système  (2)  et  (3),  dont  on  l'a  déduit  :  car  (2)  entraîne  (5), 
qui,  si  l'on  tient  compte  de  (6),  donne  (3).  On  a  donc  finalement 
à  trouver  deux  fonctions j>^  et  G,  de  x^  vérifiant  (2)  et  (6). 
Ot^  on  peut  satisfaire  à  (6)  de  deux  manières  : 

i«   En   posant  —  1=0,  d'où  C  =  const.,  ce  qui  donne  l'inté- 

ce  JLê 


trrale  générale  ^(x,  >\  consl.)  =  o. 
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2°  En  posant  4>J;=  o  :  les  inconnues  y  et  C  sont  alors  définies 
par  les  deux  équations 

(7)  *(-2",7,  G)  =  0,         4>c  =  o; 

et  rélîmînalion  de  C  conduit  à  une  relation  ^{x,  y)  =  o,  qui  donne 
y  en  fonction  de  x.  Cette  solution  y  ne  renferme  pas  de  constante 
arbitraire;  elle  se  nonrime  la  solution  singulière  de  Téquation 
différentielle  proposée.  La  solution  générale  et  la  solution  singu- 
lière sont,  d'après  ce  qui  précède,  les  seules  solutions  de  la  pro- 
posée. 

2i2.  Interprétation  géométrique.  —  Ces  résultats  sUnterprèlent 
géométriquement. 

Si  X  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  chaque  inté- 
grale ou  solution  dite  par  lieu  Hère, 

4>(x,jK,  C)=  o, 

OÙ  Ton  donne  à  la  constante  C  une  valeur  particulière,  représente 
une  courbe  :  l'intégrale  ou  solution  générale  est  représenlée  par 
l'ensemble  de  ces  courbes,  dites  courbes  intégrales;  la  solution 
singulière,  définie  parles  équations  ^(x^y,  C)  =  o,  <>c=o,  est 
l'enveloppe  des  courbes  intégrales  (Tome  1,  n°  356). 

11  est  évident  a  priori  que  l'enveloppe  de  ces  courbes  doit  être 
une  solution  de  l'équation  différentielle.  En  effet,  en  un  point  quel- 
conque x,y  de  Tenveloppe,  celle-ci  touche  une  des  enveloppées, 

de  sorte  que,  en  ce  point,  x,  y  et  ~  sont  les  mêmes  pour  les  deux, 
courbes  :  comme,  en  tout  point  de  l'enveloppée,  l'équation  pro- 
posée/(a:,j^,  -j-j=zo  est  vérifiée,  la  proposition  est  établie. 

243.  Existence  de  la  solution  singulière.  —  On  peut  obtenir  la 
solution  singulière  de  l'équation  différentielle  sans  intégrer  celle-ci, 
et  ce  procédé  va  mettre  en  évidence  un  fait  remarquable  :  c'esl 
qu'une  équation  différentielle  n'admet  pas,  en  général,  de  solu- 
tion singulière,  ou,  sous  une  autre  forme,  que  les  courbes  inté- 
grales n'ont  en  général  pas  d'enveloppe. 

Pour  fixer  les  idées,   supposons  que  l'équation  différentielle 
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proposée 

soit  algébrique^  c'est-à-dire  que  /soit  un  poljnome  entier  en  x, 

Celte  équation  donne,  pour  chaque  point  x^  y  du  plan,  les 
coeffîcientsangulairesj^'  des  tangentes  aux  courbes  intégrales  qui 
passent  par  ce  point  :  si  {x^y)  est  sur  l'enveloppe  des  xîourbes 
intégrales,  deux  de  celles-ci,  confondues,  passent  par  (^,  y),  de 
sorte  que  Féquation  (i)  a,  en  y,  une  racine  double.  On  obtient 
donc  Téquation  de  l'enveloppe,  si  elle  existe,  en  écrivant  que 
Téquation  (i)  a  une  racine  double  en^',  c'est-à-dire  en  éliminant 
y'  entre  les  relations 

àf 

L'équation  ainsi  obtenue,  ^,(x,y)  =  o,  convient  à  tous  les 
points  de  l'enveloppe;  mais  elle  convient  aussi  à  d'autres  points^ 
par  exemple  aux  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  : 
car,  en  un  de  ceux-ci,  l'équation  f{^^yy  y')^=  o  a  évidemment 
deux  racines  j^'  égales.  Elle  convient  de  même  au  lieu  des  points 
de  contact  de  deux  courbes  intégrales,  non  infiniment  voisines 
entre  elles. 

Montrons  maintenant  qu'il  n'y  a  généralement  pas  d'enveloppe. 

Reprenons  le  lieu  6j  (a;,  y)  =  o  obtenu  par  l'élimination  de  m 
entre  les  équations 

(8)  /(a7,jK,  /«)  =  o,  5^=^' 

où  l'on  a  écrit  m  à  la  place  àc  y' .  Pour  qu'il  soit  l'enveloppe  des 
courbes  intégrales,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  angulaire, 

~y  de  sa  tangente  en  tout  point  or,  y  soit  égal  à  la  racine  double  niy 

de  l'équation  /(^,  y,  m)  =  o  :  car  la  tangente  en  un  point  de  l'en- 
veloppe est  la  même  que  celle  des  deux  enveloppées  confondues 
qui  passent  par  ce  point. 

Or,  en  dérivant  la  première  des  équations  (8)  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  x^  on  trouve 

ùf       ôf  dy        ùf  dm 

Ox    '    Oy  dx        Ont    dx  ' 
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.     •    I  »         .  •      .  y      àf  . ,  df    ^    df  dv  ,  .  . 

et  SI  1  on  lient  comple  de  -^  =  o,   il  resle  /   +  r-  -7-  =  o  (  '  ). 

^  d/n  ox        oy  ax  ^    ' 

Ecrivons  que  la  valeur  de -^  ainsi  obtenue  est  é^ale  à  m;   nous 
^  dx  G  1 

avons  la  condition 

C'est. là  une  nouvelle  équation  qui  doit  être  vérifiée,  en  même 
temps  que  les  équations  (8),  par  tout  point  de  l'enveloppe;  en  éli- 
minant m  entre  (9)  et  la  première  relation  (8),  on  obtient  une 
équation  ^^(^^y)  =^0,  qui,  en  général,  ne  définit  pas  la  môme 
courbe  que  t}^|(^,y)  =  o.  L'enveloppe  n'existera,  d'après  cela, 
que  si  ^1  et  tj/2  ont  un  facteur  commun  J;,  et  son  équation  seia 
alors  A  =  o.  Dans  les  autres  cas,  la  courbe  ii  =  o  sera  un  lieu 
étranger  (en  général  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des 
courbes  intégrales)  et  ne  fournira  pas  une  solution  de  l'équation 
difTérentielle. 

Ainsi,  en  laissant  de  côté  le  cas  exceptionnel  signalé  en  note,  la 
solution  singulière  n'existe  que  si  les  trois  relations 

f(x,  V,  m)  ^  o,  —  =  o,  ■  -  -^  m  -'-  —  o 

•^        -^         ^         '  dm         '  dx  Oy 

donnent,  par  élimination  de  /«,  deux  équations  en  x  eiy  ayant  un 
(acteur  commun  :  ce  facteur  égalé  à  zéro  est  la  solution  singulière, 
enveloppe  des  courbes  intégrales. 

244.  Exemple.  —  Soit  l'équation  différenlielle 

La  solution  singulière,  si  elle  existe,  s'obtiendra  par  l'élimi- 
nation de  m  entre  les  équations 

4m' —  6/?i2-i-  c^(y  —  37)  =  o,         m(m  —  i)  =  o. 


(')  On  suppose  essentiellement  que  cette  équation  détermine  -.•    en  cliaque 

point  du  lieu  d'i  =  o,  c'est-à-dire  que  ~  et  -r^  ne  s'annulent  pas  simultan'imeni 

^       Ox        dv 

m 

pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  m  qui  vérifient  les  équations  (.8). 
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On  trouve  ainsi 


d'où  les  deux  solutions  y  =.  x^  y  =  x  -]-  -  • 

Pour  que  Tune  ou  Tautre  soit  la  solution  singulière,  il  faut 
qu'elle  annule  le  résultat  de  l'élimination  de  m  entre /*=o  et 

-- -f- /w-~- ==  o,    c'est-à-dire    entre   ^/n^  —  6 m- +  9 (y  —  x)  =  o 

et  m  — 1  =  0,  résultat  (|ui  est  : 


2 


La  solution  singulière  est  donc  j^=  x  H — ;  lacourbey  —  x=ro, 

au  contraire,  ne  donne  pas  une  solution  de  l'équation  proposée  : 
car^'  =  Xjy=i  ne  vérifient  pas  celle-ci.  La  courbe  y  =  x  est  le 
lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

On  vérifie  ces  résultats  en  cherchant  l'intégrale  générale  qui  est 
ici  {*)j  c  désignant  la  constante  arbitraire, 

(lo)  2(x  — c)'-h3(j  —  c;*=o. 

L'enveloppe  des  combes  (10)  s'obtient  aisément,  c'est  la  droite 

y  —  X  =  -;  le  point  x  --  c,  y  =  c  étant  manifestement  un  point 

de  rebroussement  de  (10),  la  droite  ^  =  .r  est  bien  le  lieu  des 
rebrotisseinents  des  courbes  intégrales. 

24o.  Remarque.  —  Supposons,  en  désignant  par  G  et  C|  des 
constantes  arbitraires,  que  Ton  ait  obtenu  sous  deux  formes  difle- 
renies, 

la  solution  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
entre  x  ely  :  je  dis  que  cp,  {jc,y)^  considérée  comme  fonction  de 
deux  variables  indépendantes,  x  et  y,  est  fonction  de  (f(x^y).  En 
effet,  sL  Ton  prend  comme  variables  x  et  ^{x^y)  à  la  place 
de  X  eiy,  la  fonction  '^|  devient  une  fonction  de  x  et  de  <p(.2r,y), 
à  savoir  -f ,  (^,  j)  =/(^,  ?)• 

(*)  L^équation  diiïcrent'clle  considérée  est  d'un  type  intégrable,  celui  de  Lu- 
grange  {voir  !!•  2C2). 
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Mais  en  vertu  de  l'hypolbèse,  lorsque  j^  vérifie  réquatîon  difTé- 
renlielle  proposée,  cp  est  constant  et  réciproquement;  et  il  en  est 
de  même  de  (ft  :  en  d'autres  termes,  Oi  est  constant  lorsque  cp  est 
constant.  Or,  pour  que  «p4  =f(j;,  cp)  reste  constant  en  même 
temps.qiie  cp,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que/*  ne  dépende  que 
de  cp,  c'est-à-dire  soit  de  la  forme /*(©).  On  a  donc  bien 

246.  Applications.  —  Voici  deux  applications  de  cette  remarque  : 


1" 


Soit  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 


.     ^  dr  dy 

(II)  +     ^— -      =0' 

y/l  —  X*  y/i — J^* 

On  rinlégre  immédiatement  en  remontant  aux  primitives  des 
deux  différentielles  : 

arc  sinar  -h  arc  sin^  =  Ci. 

On  peut  obtenir  l'intégrale  sous  une  autre  forme,  algébrique  en 
X  ety^  en  écrivant  : 

dx  yT—-y^  -+-  dy  y/i  —  a:*  =  o  ; 
d'où,  en  intégrant  chaque  terme  par  parties, 

/ ï  / ;  .     rf  ^y  ^y  XV  dr  \ 

xs/ï—y^-^y\/\-^x^-^  I  I  -h    /        -  )  =G. 

J  W^-y*     \/v-x\f 

La  quantité  sous  le  signe  /  est  nulle  en  vertu  de  l'équation 
différentielle  (i  i)  elle-même;  il  reste  donc  : 

X  /i — y^-^y  /i  —  ar*=  C, 

seconde  forme  de  la  solulion  générale  de  (i  i).  Donc,  en  vertu  de 
la  Remarque  du  numéro  précédent,  on  a  : 

arc  siïix  H-  arc  sin^  =/(^  /^ — y^-^y  /i  —  a:*). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue/,  faisons^  =  o  :  le  pre- 
mier membre  est  arc  sino:,  le  second /(j?);  donc /est  un  arc  sin, 
et  il  vient  : 

arc  sinx-4-  arc  sxny  =  arc  sin  (a:  /i  — y^-\-y  /i  —  ar*); 
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ce  qu'on  peut  écrire,  en  posant  arc  sin^  =  w,  arc  sîn^  ==  r, 

w  -+-  i'  =  arc  sin(sinu  cost^  h-  sin^cosa); 

c*esl  la  formule  d^addilion  bien  connue  de  la  fonction  sinus. 

2^   On  trouverait  de  même  la  formule  d'addition  du  logarithme, 
en  intégrant  sous  deux  formes  l'équation 

dx       dy  j  j 

-h      -  =  o        ou        x  df  -\-y  dx  =  o. 
X        y 

Ces  deux  relations  donnent  respectivement  : 

loga?  ■+•  \ogy  =  C|        et        xy  =  C, 

d'où  l'on  conclut  : 

logar  -+-  log7  =zf{xy). 

Déterminons/  en  faîsanty  =  i;  il  vient  /{^)  =  loga;,  et  fina- 
lement 

\osxy  =  \oQX-h\ofry. 


II.  —  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  QU'ON  SAIT  INTÉGRER. 


247.  On  ne  sait  résoudre  ou  intégrer  (*)  qu'un  petit  nombre 
de  types  d'équations  du  premier  ordre  :  on  va  les  indiquer  succes- 
sivement. 

248.  1*  équations  à  variables  séparées.  —  Elles  sont  du  type 

OÙ  X,  X|  sont  fonctions  de  x  seul;  Y,  Y|,  fonctions  de^  seul. 
On  peut  écrire  : 

^  dx-h  Y  «r  =  0, 


(*)  Une  équation  diiïérentielle  sera  regardée  comme  intégrée  quand  on  aura 
ramené  le  calcul  de  sa  solution  générale  à  celui  d'une  ou  de  plusieurs  quadratures, 
même  si  ces  quadratures  ne  peuvent  s'eiïectuer  à  Taidedes  fonctions  élémentaires. 
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d'où,  en  remontant  aux  primitives  des  deux  différentielles, 


/ 


-rr-ax  -\-  j   -vr  dj^  =  const. 


On  a  ainsi  une  relation  entre  x  eiy^  renfermant  une  constanle 
arbitraire;  c'est  l'intégrale  générale. 

Exemple.  —   Désignons   par  X,  X|,   Y,  Y|    des  polynômes 
CMliers,  respectivement  en  x  ely^  et  considérons  l'équation 


'^^+'^'^'(ïxy=" 


(pron  ramène  au  type  précédent,  en  la  résolvant  par  rapporta  -^• 

Cherchons  la  solution  singulière.  Pour  l'obtenir,  il  faul  exprimer 
que  l'équation 

XY-f-X,Yimî  =  o 

a  une  racine  double  en  //i,  ce  qui  donne  XYX|  Y|  ==  o. 

Or,  Yi  =  o  donne  des  droites,  y  =  ol^  parallèles  à  l'axe  des  a:  ; 

(Pailleurs  pourj'  =  a,  ^-  est  nul  ainsi  que  Yi,  et  l'équation  pro- 
posée n'est  pas  vérifiée.  Au  contraire,  si  j^  =  a  est  une  droite  du 
>ystème  Y  =  o,  l'équation  est  satisfaite.  De  même,  en  écrivant  la 
|)roposée 

xy(_j+x.y.  =  o, 

on  reconnaît  qu'elle  n'est  pas  vérifiée  pour  les  droites  X  =  o,  et 
qu'elle  l'est  pour  les  droites  X|  =  o. 

La  solution  singulière,  enveloppe  des  courbes  intégrales,  ne  peut 
donc  être  cherchée  que  parmi  les  droites  Y  =  o  etX|  =  o  :  on  véri- 
fierait aisément,  parla  méthode  générale  du  n°  2i3,  que  cesdroîlcà 
constituent  réellement  l'enveloppe  considérée. 

249.  2"*  Équations  homogènes.  —  Ce  sont  celles  du  type 


dx       '  \  •^"  / 


Pour  les  intégrer,  changeons  d'inconnue  en  posant  y  =  //x,   ce 
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qui  donne  : 

dy  =  Il  dx  ■+■  X  du, 

L^équalion  proposée  devient  ainsi  : 

du 

On  peut  séparer  les  variables  en  écrivant  : 

du  dx 


d'où 


c'esl-à-dîre 


ou 


C  (  M  )  —  U  X 


r      du         , 

I   =  lo<::ir -f- const., 


<l>(ff)  =  \o"x  -h  const. 


'«S^  =  *(J) 


const. 


CVst  la  solution  générale. 

250.  Remarque.  —  Elle  peut  s^écrlre  : 

i\'X)  ar  =  Gd'    \^/         ou         a:  =  C4^(^y 

Celte  équation  représente  évidemment  des  courbes  liomothé- 
tiques  entre  elles  par  rapport  à  Foriglne  :  c'est  là  une  propriété 
intéressante  des  courbes  intégrales  d'une  équation  homogène  du 
premier  ordre.  Réciproquement,  toute  famille  de  courbes  iiomo- 
I  héliques  par  rapport  à  l'origine  satisfait  à  une  équation  homogène, 

car,  en  résolvant  l'équation  (12)  par  rapport  à  -^  et  dérivant  ensuite 

par  rapport  à  la  variable  indépendanle  x^  on  obtient  : 


^[i'''(î)]='^ 


d 
dx 


c'csl-à-dîre,  tous  calculs  faits, 


<iy  ^  y 

dx       X 


Jl.  —  II.  18 
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êqualion  dont  le  second  membre  est  bien  une  fonction  de  '-^  (')• 

C.    Q.    F.    D. 

251 .  3°  Équations  réductibles  aux  équations  homogènes.  — 
Ce  sont  celles  de  la  forme 

,   ,  dv  (  cior  -^  hy  -^  c  \ 

djc        *  \a  X  -\~  b  y  -\-  c  I 

a,  6,  . . . ,  d  désignant  des  constantes. 

1**  Si  aV —  ha!  n'est  pas  nul,  on  posera,  en  changeant  à  la  fois 
la  variable  et  la  fonction, 

(i>  a  X -\- by ->r- c  =^  f^^        a' x -^  b' y -\- c  =^\^ 

d'où 

a  dx  -^  b  dy  r=i  dr^^         a' dx  -h  h' dy  =  d\. 

On  tirera  de  là  linéairement,  puisque  ab' —  ba'  n'est  pas  nul, 
^  =  A  é/5  H-  B  dt,,         dy  =  Md\  -»-  B'c/t„ 

A,  B,  A',  B'  étant  des  constantes,  et  l'équation  différentielle  pro- 
posée deviendra 

d'où 

équation  homogène,  dans  l'intégrale  de  laquelle  on  remplacera  y. 
et  Ç  par  leurs  valeurs  (2)  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  (1). 

Il  est  clair  que  les  courbes  intégrales  de  la  proposée  (1)  sont 
homothétiques  entre  elles,  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 
deux  droites  ax  -{-  by-^  cz=o\  a  x  -4-  6'y  4-  c'=  o. 

a"  Si  aU  —  6rt'=o,  on  posera,  en  changeant  simplement  de 

(')  Ce  dernier  point  était  évident  géométriquement  :   car  les  tangentes  aux 
courbes  homothétiques  considérées,  en  des  points  situés  sur  un  même  rayon  vec- 

dy 

teur  issu  de  l'origine,  sont  parallèles;  c'est-à-dire  que,  pour  ces  courbes,  -f-  m* 

dépend  que  de  -^  • 
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fonction  inconnue  et  en  conservant  la  variable  x^ 
d'où 

dx'^b\dx       ^1' 


et 


a'x  ~\- h' y -^  c' —  —  (r^  —  c)-\-c\ 


I  Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  diflerenlielle  proposée,  on 

i  obtient  : 

d'i>ii 

Les  variable^  étant  séparées,  on  peut  intégrer  : 

\\)  x=   I   r h  const.=  *f  Tj) -h  con?t. 

Remplaçant  ensuite,  dans  le  second  membre,  7^  par  sa  valeur  (3), 
on  aura  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
Dans  le  cas  actuel,  les  deux  droites 

ax  -h  by  H-  c  =  0,         a'x  -+-  b'y  -4-  c'  ==  o 

sont  parallèles;  les  courbes  intégrales  de  (1)  sont  encore  homothé- 
tiques  entre  elles  par  rapport  au  point  de  concours  des  deux  droites, 
c'est-à-dire  sont  les  positions  d'une  même  courbe  qui  se  déplace- 
rait parallèlement  à  la  droite  ax  -H  by  =  o.  On  le  vérifie  de  suite 
sur  Téquation  (4)* 

252.  Exemple.  —  Soit  l'équation  (s^)  =  «:c -h  6^^  + c;  en 
récrivant 

^  =^ax  -^by-^c, 

on  la  fait  rentrer  dans  le  type  (1)  avec  a'=  6'=  o,  c'=  1 . 
Posons  donc,  pour  intégrer,  puisque  ab' —  ba'  est  nul, 

ax  -{-  by  -4-0  =  7^, 
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la  proposée  devient 


ou 


=  clx. 


b  /tj  -h  a 
Pour  eflectuer  la  quadrature  en  tj,  on  posera  t,  =  r-,  d'où 


bv  '\-  a 

c'est-à-dire 


b     \         bv  -t-  aj 


et,  en  remontant  aux  primitives, 


11 

b 


\v  —  -T  \o^{bsf  -^  a)\  =  ar  -+-  C. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  v  par  \^^^  c'est-à-dire  par 


^(ix  4-  by  -+-  c, 

pour  avoir  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

2ro3.  At"  Équations  linéaires.  —  On  nomme  ainsi  celles  qui  sont 
linéaires  par  rapport  à  >•  et  -.*   »  et  de  la  forme 

(5)  g  +  P^  +  Q  =  o, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x. 

Pour  intégrer  l'équation  (5),  posons  j^=  uv^  u  et  v  étant  deux 
nouvelles  inconnues,  dont  nous  aurons  le  droit  de  particulariser 
l'une;  la  proposée  (5)  devient  : 

(6)  «-7 — ^  V -, — h- Rmi^-i- Q  =  o. 

dx         itx 

Annulons  le  coefficient  de  1/,  ce  qui  particularisera  v'  (*),  on  a  : 

dv       _ 


(  ')  Cette  méthode,  qui  semble  arlificielle,  nVst,  comme  on  le  verra  plus  lard, 
qu'un  cas  parliculier  d'une  méthode  générale,  applicable  à  toute  une  classe  d^équa- 
lions  difTérenlielIcs  (n«  3i8). 
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d'où 

^^  o  J 
h  P  (tX  =  O 

V 

el,  en  inlégrant, 

logt»  =  logC —  /    \*  dx, 

-fvttr 

(7)  i^  =  Ce'' 

Il  resle,  dans  réqualion  (6),  les  termes  qui  ne  conliennenl  pas  // 
en  fadeur^  et  qui  donnent 


iroù 


du  =  —  ~  dx. 


Comme  c  est  une  fonction  connue  de  x,  d'après  (7),  les  variables 
sont  séparées;  on  peut  donc  intégrer  et  Ton  a  : 

u^--~  r^dx-^C'  =  ^  f^eJ^'^'dx-hC' 
d'où,  pour  j', 

-fi*  Ht'/     /•  fvttr         \  -Cvilr 

La  constante  C  a  disparu;  il  reste  la  constante  arbitraire  C'^  On 
pourra  donc,  dans  les  calculs,  ne  pas  introduire  C,  en  le  faisant 
dès  le  début  égal  à  i.  Ceci  est  d^ailleurs  évident,  car  on  n'a  besoin 
que  d'un  seul  facteur  p,  propre  à  simplifier  Téquation  proposée. 

234.  Exemple.  —  Soit  l'équation  linéaire  : 
Posons  yz=:uv\  il  vient 


"(S-") 


du 

-t-  p  -, x^  =  o, 

dx 


Annulant  le  coefficient  de  u^  on  a  : 

dv 


dx 
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d'où 


el  il  reste 


d'où 


dx 


du  ~  x^e-^dx,         u  =-.   l  x-e-^dx  -h  C. 

Donc  enfin,  l'intégrale  cherchée  est  : 

y  =  Mt'  =  c-^    /  x^e-'^dx  -4-  Ce-^. 

La  quadrature  s'efTeclue  aisément;  intégrant  par  parties,  on  a  : 

/.r*  <•-•*■  dx  =  —  x^  e-^^  -h  *>.    /   j*  e--^  dx 

=  I  —  j"*  —  -ix  —  •>.  J  e-'. 

d'où  finalement 

j/  =  —  (  .r«  -h  •>.  J^  -H  51  )  -h  C  e-^. 

2o5.  Remarque  I.  —  La  formule  (8)  montre  que  l'intégrale 
générale  d'une  équation  linéaire  s'obtient  au  moj^en  de  deux  qua- 
dratures. Si  l'on  connaît  une  solution  particulière  j^i,  une  seule 
quadrature  suffira  pour  calculer  l'intégrale  générale  :  en  effet,  y 
étant  la  solution  générale  inconnue,  les  équations 

donnent,  par  soustraction, 

^  (r  —  .Kl  )  ^-  P  (^  -  r  1  )  =  o; 

c'est-à-dire 

équation  à  variables  séparées,  d'où  l'on  tire  : 

-Çvdx 

y-yx=Ce^'        , 
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C  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  formule  établit  la  pro- 
position. 

De  même,  si  Ton  connaît  e/<?e/j?  solutions,  j^i  etj'a,  de  l'équation 
linéaire,  on  aura  : 


-fpflr 


—  fptir 
y\  -4-  C,  e  ^ 


C]  étant  une  constante  déterminée;  et  Ton  en  déduit 


C 


y^y\^  -^r^'t  — j^i)=  Vi-hC'(j'2— rO»       (G'  =  const.  arbitraire), 

de  sorte  que  la  solution  générale  peut  s'écrire  immédiatement, 
sans  aucun  signe  de  quadrature. 


âo6.  Remarque  II.  —  D'après  la  formule  (8),  en  désignant  par 
A  la  constante  arbitraire,  la  solution  générale  deTéquation  linéaire 
est  de  la  forme 


A  et  B  étant  des  fonctions  de  x.  Soient  j's ,  y^^  y^  trois  solutions 
particulières,  correspondant  aux  valeurs  Xi,  X^,  X3  de  la  constante; 
on  a,  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x^ 

y^Ziyi  =  (A-1-BX3)  — (  V-f-BX,)  ^  Xa— X,  ^ 
y\—yt       (A-f-BXi>— (  V-hBXi)        X,— At' 

Le  rapport  qui  figure  au  premier  membre  est  donc  indépendant 

Fig.  80. 


de  X.  C'est  là  une  propriété  géométrique  des  courbes  intégrales 
de  r^quation  linéaire  :  considérons  en  effet  les  trois  courbes  ipté- 
grales  qui  correspondent  aux  valeurs  X|,  X2,  A3  de  la  constante  ).; 
une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy  {Jig*  80),  les  coupe  en  des 


^ 
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poinls  M|,  M2,  M|,  et  Ton  a 

—  =  -.   ..    =  const.; 

^i— J't        M,  M, 

c'esl-à-dire  que  trois  courbes  liilcgrales  fixes  déterminent,  sur  une 
parallèle  mobile  à  Oy^  des  segments  proportionnels. 

!257.  5**  Équations  de  Bemoulli.  —  Leur  type  est 

-;-  -h  IV  -h  Qy"  =  o, 
(ir         -        ^^ 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x^  et  n  une  constante.   Pour  inté- 
grer, divisons  par^"  : 

;-  -4-  P 7  -+-  Q  =  o, 

et  prenons  pour  inconnue  -^rr»  ^"  posant 

I  ...  dy  _  I 


d'où         -^  =z (ii 


y'*-i  '  ~  y»  n  —  l 

1/équation  proposée  devient  alors  : 

— +  P^  -+-Q  =  o, 


n  —  I   de 

Hz  .    .  %3 

é(|ualion  linéaire  en  z  ^^-f  *  que  Ton  sait  intégrer  (n"  253). 

258.  6^*  Équations  de  Riccati.  *—  Ce  sont  les   équations  de  la 
(orme  : 

II,  P,  Q  étant  des  fonctions  de  x.  On  sait  intégrer  une  telle 
équation  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière.  Soit 
en  efTet^i  cette  solution,  posons 

la  proposée  devient: 
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Or,  en  vertu  de  l'hypolhèse,  on  a 


et  il  reste 


'^,!;i-R4-Pr,-QKÎ--=o; 


dz 

c'quation  de  Beruoulli,  qu'on  ramène  à  une  équation  linéaire  en 

I 
posant  5  =  —  • 

Pour  intégrer  Téquation  de  Riccati,  on  y  posera  donc  tout  de 
suite 

et  Ton  obtiendra  une  équation  linéaire  en  ii^  qu'on  saura  intégrer. 
D'après  cela,  l'équalion  de  Riccati,  si  Ton  en  connaît  une  solu- 
tion, j^i,  s'intègre  au  moyen  de  deua^  quadratures  (n**  255).  Si 
l'on  en  connaît  deux  solutions,  yi  et  j^a»  on  connaîtra  une  solu- 
tion particulière  de  Téquation  linéaire  en  u  par  la  formule 

I  f 

.Vi—J'i  ^  -        f»"         '^  = 


de  sorte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  £/,  et,  par  suite, 
celle  de  l'équation  de  Riccati,  s'obtiendra  au  moyen  d'une  seule 
quadrature  (m°  255).  Enfin,  si  l'on  connaît  trois  solutions  parti- 
culières de  l'équation  de  Riccati,  on  connaîtra  deux  solutions 
particulières  de  l'équation  linéaire  en  i<,  et  l'intégrale  générale 
s'obtiendra  immédiatement  sans  aucun  signe  de  quadrature*. 

259.  Remarque.  —  D'après  le  numéro  précédent,  la  fonction  u^ 
solution  d'une  équation  linéaire,  est  de  la  formo 

Il  =  A  4-  BÀ, 

A  étant  la  constante  arbitraire,  et  Â,  B  des  fonctions  de  x.  On  a 
des  lors,  pour  solution,  j^,  de  l'équation  de  Riccati,  la  forme  : 

1        y(A-t-B>0-^i        M -4- NX 
(9)  ^  =  >'»-i7  =  -^— Â^B): =  A-3rïô.' 

M,  N,   A,  B  étant  des  fonctions  de  x.  La  constante  entre  donc 
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linéairement  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  y.  De  là  une 
conséquence  intéressante. 

Considérons  quatre  solutions  particulières  de  Téquation  de 
Riccati,  correspondant  aux.  valeurs  Ao,  X|,  X2,  A3  de  la  constante  ; 
le  rapport  anharmonique  de  ces  solutions,  y^^yx^  y^i  y^'i  pour 
une  même  valeur  de  x^  est,  par  définition,  Texpression 

yizr.yi  •  y^izii . 

si  l'on  y  remplace  les  j^  par  leurs  valeurs  (9),  on  trouve,  par  un 
calcul  facile  et  d^ailleurs  bien  connu,  que  ce  rapport  anharmonique 
devient 

A3  —  Ao    ^     A-i  —    /.j 


A 


A, 


Al  —  A 


les  M,  N,  A,  B  ayant  disparu.   Il   est  donc  indépendant  de  œ^ 
et  par  suite  : 

Le  rapport  harmonique  de  quatre  solutions  de  Inéquation 
de  Riccatiy  pour  une  même  valeur  de  la  variable,  est  constant  ; 


Fig.  81. 


il  est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  de  la  constante  arbitraire 
qui  correspondent  à  ces  solutions. 

Il  résiille  de  là  que  si  y^^  y^»  ^3  sont  trois  solutions  particu- 
lières de  l'équation  de  Riccati,  et  y  ^^^  solution  quelconque,  on 
aura 


rs- 


y  .  y^  —  Vi  _  c 


yi  —  y    j'i— j'ï 


relation  qui  donne  immédiatement,  en  fonction  de  x  et  d'une 
constante  arbitraire,  l'intégrale   générale  y^    quand  on  connaît 
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trois  solutions  particulières.  Ce  résultat  est  d'accord  avec  ce  qui 
a  été  dit  au  n^  2o8  sur  Tintëgration  de  Téquation  de  Riccati, 
quand  on  connaît  trois  solutions  de  celle-ci. 

Géométriquement,  si  Ton  considère,  dans  le  plan,  les  quatre 
courbes  intégrales  (en  Xy  y)  qui  correspondent  aux  quatre  soUx- 
tionsj^oiyi9jK2  9^39  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où 
ces  courbes  sont  coupées  par  une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy, 
est  constant,  c'est-à-dire  que  l'on  a  {fig-  8i) 

M,  Mo  .  M, M, 

\i-\r  •   iî7~vi    =  const. 
Ml  Mo       MiM« 

260.  7"  Équations  de  Lagrange.  —  Elles  sont  linéaires  par 
rapport  à  :c  el^,  et  de  la  forme 


y-{-x 


K^) -*(£)=■>• 


Pour  intégrer,  posons 


ce  qui  donne  la  relation 

(lo)  y  -k-xf;^(p)-'-'h{p)  =  o. 

Dérivons-la  par  rapport  à  ^;  il  vient 
(lo  bis)  p  -r-  o(/?)  -h  \xo'{p)  -h  ^'{p)]  '-J-  =  o. 

Cette  équation,  si  l'on  y  considère  x  comme  l'inconnue  et  p 
comme  la  variable,  est  une  équation  linéaire.  Elle  s'écrit  en  cfl'et 

fix 

On    sait  donc  l'intégrer,    ce  qui  donne  x  en  fonction  de  />, 

ou  p  en  fonction  de  x  :  remplaçant  p  par  celte  valeur  dans  l'é(|ua- 

tîon  primitive  (lo),  on  aura  la  relation  cherchée  entre  y  et  x.  On 

pourra  aussi  remplacer,  dans  (lo),  x  par  sa  valeur  en  fonction  de 

p^   et  résoudre  par  rapport  à  j^;  x  et  y  seront  ainsi  exprimés  en 

fonction    d'une  même   variable   auxiliaire,  />,   ce   qui   définit  la 

courbe  intégrale. 
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261.  Remarque.  —  Soit  x,  y  nn  point  quelconque  du  plan; 
les  coefficients  angulaires,  m,  des  tangentes  en  (2:,  j^)  aux  courbes 
intégrales  qui  passent  par  ce»  point  sont  donnés  par  Téquation 

proposée  où  l'on  fait  ~-  =  /??,  à  savoir 

y  -^  x^{m)  -\-^\m)  =  0. 

Le  lieu  des  points  x^  y  pour  lesquels  un  de  ces  coefficients  n 
une  valeur  donnée,  m^^  est  la  droite 

En  d*autres  termes,  aux  points  où  elles  rencontrent  une  même 
droite  de  la  famille  y  +  :r  <p(m)  +  ç(m)  =  o,  m  désignant  un 
paramètre  variable,  les  courbes  intégrales  de  Téquation  de  Lagrangc 
ont  leurs  tangentes  parallèles  entre  elles. 

Réciproquement,  si  des  courbes  (C),  en  nombre  simplement 
infini,  jouissent  de  cette  propriété,  elles  sont  les  courbes  inté- 

■ 

gralcs  d'une  équation  de  Lagrange. 

En  effet,  par  h^'potlièse^  aux  points  de  rencontre  d'une  mémo 
droite  Y  +  X  'f  (/n)  -H  ^{m)  =  o  avec  toutes  les  courbes  (C),  les 
tangentes  menées  à  celles-ci  sont  parallèles;  leur  coefficient  angu- 
laire commun  est  donc  une  fonction  de  //i,/*!  {ni).  Sous  une  autre 
forme,  en  un  point  quelconque^  (j:, y),  du  plan,  le  coefficient 

angulaire,  ^-9  de  la  tangente  à  la  courbe  (G)  qui  passe  par  ce 

point,  est  égal  à /i[m),  m  désignant  une  racine  de  Téquation 

y -H  a:cp(m) -H  •}(m)  =  o.  On  peut  écrire  aussi  m=/{^j9  et 
Ton  en  conclut,  le  long  d'une  courbe  (C),  la  relation 

r-^t[/(*)]**[/(^)]-. 

qui  est  une  équation  de  Lagrange. 
Si  l'on  observe  que  les  droites 

enveloppent  une  courbe,  évidemment  quelconque  puisque  les 
fonctions  ^  et  ^  sont  quelconques,  on  peut  dire  aussi  que  toutes 
les  courbes  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  coupent  chaque 
tangente  d'une  courbe  fixe  sous  un  même  angle,  variable  en  généml 
d'une  tangente  à  l'autre,  et  réciproquement. 
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262.  Exemple.  —  L'équalion 

considérée  au  n**  244,  est  du  type  de  Lagrangc;  écrivons-la 
el  dérivons  par  rapport  à  x.  Nous  trouvons 

et,  en  séparant  les  variables  a:  et  /?, 

ip  —  I  )  (  4/?  ^/?  -+-  3djr)  =  o. 
Nous  avons  donc  deux  solutions  : 

i  "  p  =ziy  qui  donne  dans  la  proposée  :  —  ^  +  9  (^  —  ^)  =  o, 
solution  singulière. 

2**  2/>^H- 3j:  =  3C,  relation  qui,  jointe  à  la  proposée,  donne 
paramétriqnement  les  courbes  intégrales 

le  paramétre  étant/?.  En  éliminant />  entre  ces  deux  relations,  on 
trouve,  entre  x  ely,  l'équation 

solution  générale. 

263.  9''  Équations  de  Clairaut.  —  Elles  sont  comprises,  comme 
cas  particulier,  dans  celles  de  Lagrange;  on  y  suppose 

^  \  dx  j  dx 

de  sorte  que  le  type  de  Clairaut  est  : 

Pour  intégrer,  dérivons  encore  par  rapport  k  x\  il  vient: 


^[-♦■(r:)]=». 


ce  qui  donne  deux  solutions. 
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Première  solution  : 

rf^y  ,.    ,  dy       ^ 

-f  ♦  =  ^»  "  ou  j'  —  C, 

dx*  or 

et,  par  Téqnalion  proposée  (m), 

C'est  la  solution  générale;  on  l'obtient  en  remplaçant,  dans 

dy 
V équation  différentielle,  -4-  par  la  constante  arbitraire  C.  Les 

courbes  intégrales  sont  des  droites. 


Deuxième  solution  : 


x  +  ^'/'^'' 


équation  qui,  combinée  avec  la  proposée  (i  i),  donne,  par  réliuii- 

nation  de  -J-y  une  relatioa  entre  ^  et^  sans  constante  arbitraire. 

C'est  la  solution  singulière:  elle  représente  évidemment,  d'après 
son  mode  de  formation,  l'enveloppe  des  droites  fournies  par  l'in- 
tégrale générale. 

264.  Ce  sont  là,  à  peu  prés,  tous  les  t)^pes  généraux  d'équations 
diflTérentielles  du  premier  ordre  que  l'on  sait  intégrer;  il  est  à 
remarquer  que,  sauf  dans  les  types  de  Lagrange  et  de  Ciairaut, 

la  dérivée  -j--  figure  linéairement.  Si  donc  on  a  à  intégrer  une 

équation  diflTérentielle  qu'on  ne  puisse  résoudre  par  rapport  à  -p~y 

on  se  trouvera  arrêté  dès  le  début,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples. 

Soit,  par  exemple,  l'une  ou  l'autre  des  équations 

dont  la  première  se  ramène  d'ailleurs  à  la  seconde  en  prenant  x 
comme  fonction  et  jk  comme  variable,  car  on  l'écrit 


/ 


['■mY° 
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dy 
Si  Ton  peut  résoudre  par  rapport  à  ■-:~9  Jes  deux  équations  pro- 
posées rentrent  dans  le  type  à  varia))les  séparées 

dy         ,  dy         ,     ^ 

-^=<p(x)         ou         ;^  =?(.>■). 

d^oii  l'on  déduit 


j' =    I  o{x)dx-h  Citnsi.y         ou         a^  =    /    - 


9(y) 


consl. 


Mais,  si  la  résolution  par  rapport  à  -^  est  impossible,  on  ne 

pourra  expliciter  les  calculs. 

Il  y  a  toutefois  deux  cas  où  cette  résolution  préalable  ne  sera 
pas  nécessaire. 

26o.  Premier  cas.  —  On  peut  résoudre  l'équalion  dlfTérenlielle 
par  rapport  à  x  ou  y.  On  a  ainsi,  en  posant   *    =/^j 

(l-A)  X  =  <p(/>)  OU  jr  =  o(p), 

d'oii 

djp  =  ^'(p )dp  dy  =  o'ip)  dp 

dv 
dy  =  p  dx  dx  =  -^ 


=  p^'(p)dp  =  -^'(P)^^' 


et 


«i3)  y==  jp^'(p)dp-hC  '^'^  j  ■^^'(Z')^^/^"^  ^^• 

Dans  les  deux  cas,  les  équations  (1-2)  et  (i3)  donneront  ^  et  / 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  p  et  d^uce  constante,  ce  qui 
définit  la  courbe  intégrale  générale  (*) 


(I)  Ea  réalité  les  équations 

sont  des   équations  de  Lagrange,  et  Ton  n'a  fait  que  leur  appliquer  la  méthode 
générale. 
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266.  Second  cas.  —  La  courbe 

quand  on  regarde  x  el  ^  (ou,^-  e.l  -r-  )  comme  les  coordonnées 

courantes,  est  de  genre  zéro  ou  un. 

On  peut  alors  exprimer  ^  et  -V^  dans  le  premier  cas,  y  et  -:- 

dans  le  second,  en  fonction  rationnelle  ou  elliptique  d'un  para- 
mètre, {/,  sous  la  forme 

ix  =  o(u)  I    y  =^(tt), 

On  en  conclut 

dx  =  ^'{u)ffu  ou         ffy  =  ^'(u)du, 

dy  =  ^{u)dx  ^^=_^ 

et  par  suite 

^{u)^'{u)du-{-  C         ou         x=   j    -• — ^É^a-HC. 

Dans  les  deux  cas,  x  et  ^,  par  (i4)  et  (i5),  sont  encore 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  u  et  de  la  constante:  les  deux 
intégrations  indiquées  dans  (i5)  portent  d'ailleurs  sur  des  fonc- 
tions rationnelles  ou  elliptiques  de  u,  et  peuvent  dès  lors  s^efTec- 
tuer. 

267.  Remarques  générales.  —  Pour  intégrer  les  équations 
homogènes,  les  équations  linéaires,  celles   de   BernouUi  et   de 

Riccati,  il  n'est  pas  nécessaire  de  ramener  le  coefficient  de  -p- 
•  *  clx 

à  être  égal  à  Tunité  ou  à  une  constante,  comme  nous  Favons 
supposé  pour  simplifier  les  écritures.  Dans  la  pratique  on  appli- 
quera les  méthodes  dintégration  indiquées,  sans  prendre  celte 
précaution  préalable.  Au  contraire,  dans  Téquation  de  Lagrangc, 
il  faut  que  le  coefficient  dey  soit  Tunité  ou  une  constante. 
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a**  On  ne  devra  pas  oublier  que  x  peiil  être  considéré  comme 
riiiconnue  eXy  comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  peut  faire 
rentrer  dans  les  types  intégrabies  des  équations,  qui,  au  premier 
coup  d'œil,  en  paraissent  éloignées.  Ainsi  Téquation 

dy  _        A 


dx       B  J7  -h 


où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de^,  est  une  équation  linéaire  en  x 
puisqu'on  Pécrit 

dy 


III.  —  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  ORDRE; 
DIVERS  ARTIFICES  D'INTÉGRATION. 


268.  Si  une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre  ne  rentre 
pas  dans  un  des  types  précédents,  on  ne  saura  généralement  pas 
rinlégrer;  on  sera  réduit  à  essayer  divers  artifices.  Nous  allons  en 
indiquer  trois,  dont  le  succès  d'ailleurs  est  toujours  incertain. 

269.  Procédé  de  la  dérivation.  —    i"  Soit 

(0  /(a?,^,  y)  =  o 

l'équation  proposée.  Dérivons  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante, x\  nous  avons 

àf         ,àf         j,àf 

Essayons  de  combiner  les  relations  (i)  et  (2)  de  manière  à 
obtenir  une  équation  dont  le  premier  membre  soit,  à  un  facteur 
près,  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  r,  y^  y';  c'est-à-dire  une 
équation  de  la  forme 

^  i^i  y^  y  )  ^^^(^y  y^  y  )  ==  o. 

On  en  déduira 

(3)  <}^(a7,j^,  y)  ^  const. 

H.  —  II.  19 
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et,  en  éliminant  j/  entre  (3)  et  la  proposée  (i),  on  aura  Tinlé- 
grale  cherchée. 

La  solution  6(^,y,  y')  =  o,  combinée  avec  (1),  donnera,  par 
élimination  de  y  y  une  intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui  sera 
l'intégrale  singulière  ou  une  solution  étrangère. 

2*^  On  peut  encore  appliquer  autrement,  et  d'une  manière  plus 
précise,  le  procédé  de  dérivation;  résolvons  la  proposée  (i)  par 
rapport  à  y 

(4)  r^?{^i/^) 

étant  posé 

dv 

Dérivons  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  (4);  il  vient 

t 

équation  différentielle  entre  et/?  et  x^  qui  pourra  être  plus  facile 
à  intégrer  que  la  proposée.  Si  Ton  peut  en  tirer />  en  fonction  de  j:, 
l'équation  (4)  donnera  y.  C'est  la  méthode  qu'on  a  suivie  pour 
les  équations  de  Lagrange  :  l'équation  (5)  est  alors  une  équation 

linéaire  en  j:  et  -j->  et  peut  par  suite  s'intégrer.  Même  procédé  en 

résolvant  la  proposée  par  rapport  à  x^  et  en  considérant  y  comme 
la  variable  indépendante. 

Exemple.    —    L'équation  y  ^^- ^  ^  -^  ^^  f  \-^]^  analogue    à 

celle   de   ClHiraut,    donne    par    dérivation,  p   représentant    tou- 
dr 


p  ^p-^ixf{p)-^  ^[x-^X^f{p)\  =  0, 

d'où,  après  division  par  j?, 

équation  linéaire  en  x^  qu'on  intègre  par  la  méthode  générale,  et 
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qui  donne 


dp  G 


Celte  relation,  jointe  à  la  proposée 

permet  d'exprimer  a?  et  j^  en  fonction  du  paramètre  p  et  d'une 
constante  arbitraire  C. 

270.  Procédé  du  facteur  intégrant.  —  L'équation  difTérentieile 
étant  mise  sous  la  forme 

(6)  Mdx-^Ndy  =  Oy 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  de  x,  y^  Euler  s'est  proposé  de 
déterminer  un  facteur,  [jl,  tel  que  l'expression 

\l{}^  dx -^  ^  dy) 

soit  une  différentielle  exacte,  x  ely  étant  considérés  comme  deux 
variables  indépendantes.  Si  Ton  peut  trouver  un  tel  facteur,  on 
aura  identiquement 

\l(W.  dx  -{-  ^dy)  rrz  du^ 

u  désignant  une  fonction  de  x  et  y,  et  l'équation  proposée  (6 
s'écrira 

—  du~o. 

On  y  satisfera  en  posant 

du -^  o,        d'où         w(j:,  ^)   -  consl., 

intégrale  générale  ;  ou 

I 

-  =o, 

solution  singulière  ou  étrangère. 

Tout  revient  donc  à  trouver  un  facteur  intégrant  jjl.  Or  la  con- 
dition pour  que  [x(Mrfjr -f- N  rf^)  soit  différentielle  exacte  est 
qu'on  ait  identiquement  (Tome  1,  n"*  327) 

^^  *  ùy  dx 
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OU 

C^est  là  une  équation  aux  dérivées  partielles,  généralement  plus 
difficile  à  intégrer  que  la  proposée  (6).  Si  l'on  peut  en  obtenir 
une  solution  particulière,  jx,  la  fonction  u(x^y)  sera  donnée  par 
la  formule  (Tome  I,  n°  327) 

"(^1^)=  /     [t-Mdx-h  I    (yLS)ody, 

(jjlN)o  étant   ce    que    devient    jjlN  pour  x  =z  Xo,    et  la   solution 
générale  de  (6)  sera  u  -=  const. 

271.  Le  facteur  intégrant  existe-t-il  ?  C'est  demander  si  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (7)  ou  (7  bis)  a  des  solutions:  or 
nous  verrons  plus  tard  qu'une  équation  aux  dérivées  partielles 
admet  une  solution  générale,  laquelle  renferme  une  fonction  arbi- 
traire; il  y  a  donc  toujours  des' facteurs  intégrants. 

On  peut  le  voir  autrement:  soit,  en  effet,  4>(j:,y,  C)=  o  la 
solution  générale  de  l'équation  différentielle  proposée  (6).  Si  l'on 
résout  par  rapport  à  C,  cette  solution  s'écrit 

(8)  C  =  ^(x,y), 

d'où  l'on  tire  par  dérivation 

o  =  ^dx-h-^dy, 
dx  ày    '* 

équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  y^  définie 
par  (8),  et  qui  doit,  par  suite,  être  identique  (n®  240)  à  la  pro- 
posée (6).  On  a  donc  identiquement^  c'est-à-dire  quels  que 
soient  x  et^, 

dx   _   dy 

"M"  ~  "N"' 

Soit  [jl(^,  y)  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  il  vient 

^  ox  ^  ày 
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d*oii  l'on  conclut  identiquement  : 

La  fonction  [jl  est  donc  un  facteur  intégrant  (^  ).       c.  q.   f.   d. 

272.   Quand  on  connaît  un  facteur  intégrant  d'une  équation  du 
premier  ordre,  on  peut  trouver  tous  les  autres. 

Soient  [jl  le  facteur  connu,  ^  un  quelconque  des  autres.  Posons 

p.'=}xe, 

et  déterminons  6.  Par  hypothèse  on  a 

\  fx  (  iVI  c^a:  -h  N  dy)  =  du, 
^^  /  \jA{Udx^l^dy)  =  dv, 


d'où  l'on  conclut 

I  fl^i;  =  6  du. 


Or  i^  et  M  sont  des  fonctions  de  a:  et  de  y;  on  peut  donc  regarder 
V  comme  fonction  de  x  et  de  w,  pris  pour  variables  indépendantes  ; 
et  l'on  a  alors 


,  dv   ,  dv   , 

dç  =  -—  dx  -\ du, 

ox  Ou 


Si  l'on  compare  cette  relation  à  la  relation  dv  .^^  duy  on  en  déduit 

—  =  o,  -—  =  8. 

Ox  ou 

La   première  de  ces  équations  montre  que  ç  est  constant  par 

rapport  à  x,  c'est-à-dire  ne  dépend  que  de  u;  la  seconde,  —  =  0, 

montre  alors  que  9  est  aussi  une  fonction  de  u  seul,  9=  ?('^)i 
et  l'on  a  [jl'=  [x'^ («/). 

Réciproquement,  jx  étant  facteur  intégrant,  jjLcp(a),  où  cp(w)  dé- 
signe une  fonction  quelconque  de  u,  est  aussi  facteur  intégrant; 


(  ')  On  voit  ainsi  qu'étant  donnée  une  expression  de  la  forme 

a  (  a,  ç)du-h  p  (  a,  v)  di>, 

il  existe  toujours  un  facteur,  ix(a,  sf),  tel  que  \L{a.du-h  ^dv)  soit  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  deux  variables  u.  v.  C'est  ce  qu'on  a  admis  sans  démons- 
tration au  Tome  1,  n"  464. 
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car  on  déduit  de  la  première  équation  (9),  à  savoir 
(9)  [i(  M  dx-^-N  dy)  —  du, 

celle-ci  : 

jx(p(w)(M  dx  -T-  N  dy)  —  ^(u)  du, 

dont  le  second  membre  est  bien  une  diflTérenlielle  exacte. 

Donc  [JL  étant  un  facteur  intégrant  et  du  la  différentielle  exacte 
correspondante,  tous  les  autres  facteurs  sont  de  la  forme  [jLcp(a), 
et  réciproquement. 

273.  On  pourrait  intégrer,  par  le  procédé  du  facteur,  les  équa- 
tions linéaires 

dy-^  {Py-^Çl)dx  =  Oy 

intégrées  autrement  au  n*^  253  :  il  existe  en  effet  un  facteur  inté- 
grant, [JL,  fonction  de  x  seul^  et  facile  à  déterminer.  Car,  la  con- 
dition (7)  s'écrit  ici 

c'est-à-dire,  puisque  [x,  P,  Q  sont  supposés  fonctions  de  x  seuL 
et,  par  suite,  indépendants  dej*, 


d'où 


-"  =  P  dx,         u.=^  e^ 


La  méthode  du  n"253  est  d'ailleurs  préférable  à  celle  du  facteur. 

a 

274.  Procédé  du  changement  de  variable.  —  On  peut  souvent, 
par  un  changement  d'inconnue,  ramènera  un  type  intégrable  une 
équation  qui  en  semblait  très  éloignée  :  il  est  évidemment  impos- 
sible de  donner  à  ce  sujet  des  règles  générales;  on  se  bornera 
à  deux  exemples. 

1"  Soit  l'équation 
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OÙ  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  :  elle  ne  rentre  dans  aucun  des 
huit  tjpes  du  paragraphe  précédent.  Il  est  assez  naturel  d'essayer 
de  la  transformer  en  faisant  disparaître  le  radical  :  il  faudrait, 

pour  cela,  y  exprimer  j^  et  y/i-f-j^^  rationnellement  en  fonction 
d^une  nouvelle  inconnue.  Or  on  a  vu  dans  le  Tome  I  que  ce  pro- 
blème est  possible,  et  se  résout  en  particulier  (n^  214)  parle  chan- 
gement de  variable 

I  — «« 

y  —    , 

d'où 

/l-h  v*=  

et 

dr  = -—  de. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle  proposée;  elle 
devient 

ï       «*      dx  '    \       'kt     "^  ^/      it    ' 

c'est-è-dire 

dt       P 

équation  de  Riccati,  qu'on  intégrerait  si  Ton  en  connaissait  une 
solution  particulière. 

2®   On  pourra  quelquefois  employer  avec  succès  la  transforma- 
tion de  Legendre  (Tome  I,  n®  109,  Remarque  II). 

Soit  l'équation  différentielle 

On  posera 

d'où 

dY  =z^y  dx  -{-y  dx  -¥■  X  dy  =  X  dX, 

ce  qui  donne  finalement 

^  =  ^'      r  =  ^/-Y  =  x^-Y,      y=x. 

Portons  ces  valeurs  dans  la  proposée;  celle-ci  devient 
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équation  diflTérentielle  du  premier  ordre  en  Y  et  X,  qui  pourra 
être  plus  facile  à  intégrer  que  la  proposée.  Soit  Y  =  F(X,  C)  sa 
solution  générale,  on  aura 

^=  j^  =  Fk(X,C), 

J^  =  X^-Y  =  XFi(X,C)-F(X,C), 

équations  qui  donnent  x  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  X,  et 
d'une  constante  arbitraire  C,  et   définissent  par  suite  la  courbe 
intégrale  générale  de  l'équation  primitive. 
Par  exemple,  l'équation 

devient,  par  cotte  transformation, 

*(Y)=g?(X). 

relation  différentielle  où  les  variables  se  séparent. 

UéquAtion  y  =  xy -^  x^/(y')^  déjà  rencontrée  au  n°  269,   2**, 
appartient  à  ce  type,  car  elle  s'écrit 


elle  pourrait  dès  lors  être  intégrée  par  la  méthode  précédente. 


IV.  -  APPLICATIONS. 


275.  Tous  les  problèmes  de  Gt''ométrie  où  il  s'agit  de  déter- 
miner une  courbe,  dans  le  plan  ou  sur  une  surface  donnée,  par 
une  propriété  de  ses  tangentes,  conduisent  évidemment  à  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre ^  on  va  en  donner 
quelques  exemples. 

Problème  des  trajectoires, 

276.  Problème.   —   Etant  donnée  une  famille   de  courbes 
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planes  {axes  rectangulaires)  dont  l'équation  générale  ren- 
ferme un  paramètre  C, 

(i;  F{X,Y,G)  =  o, 

tromper  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  donné,  V,  toutes 
les  courbes  de  la  famille. 

Soit  Xy  y  un  point  quelconque  du  plan;  pour  la  courbe  de  la 
famille  (i)  qui  y  passe,  C  est  déterminé  par  Téquation 

(2)  F(ar,./,  C)  =  o, 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  celte  courbe  en  x^  y  est 

(F'  ) 
—  /pTT'  l^s  parenthèses  indiquant  que  C  a  été  remplacé,  dans  les 

deux   termes  de  la  fraction,  par  sa  valeur  tirée  de  (î>.).  Le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  la  trajectoire  an  même  point  étant 

-y-j  on  aura 
dx 

dy   .    (F:,) 


dx     (f;.) 

iangV=  —  ^    '  ^ 


^(FV) 


C'est  l'équation  différentielle  des  trajecloires.  On  peut  évidem- 
ment dire,  sous  une  autre  forme,  qu'elle  s'obtient  par  l'élimination 
de  G  entre  les  deux  équations 

dy  ^^J. 
dx     f; 

(3)  F(j^,7,  0  =  0,         tangVr=  ^^-p/ ' 


dx  f; 


Pour  les  trajectoires  orthogonales,  tangV  est  infini,  et  l'équa- 
tion difTérentielle  s'obtient  en  éliminant  C  entre 

(4)  F(:r,^,C)  =  o,         Y'/J^    -F;=o. 

277.  Elxemple  I. —  Trajectoires  obliques  des  courbes  y  =  Ox^, 
—  Ces  courbes  sont  homothétiques  les  unes  des  autres  par  rapport 
à  l'origine;  leurs  trajectoires  jouiront  évidemment  de  la  même 
propriété,  c'est-à-dire  que  leur  étjuation  différentielle  sera  homo- 
gène (n*»  250). 

Cette  équation  différenlielle  s'obtient  (n"276)  par  l'élimination 
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de  C  entre  les  relations 

y  —  Ca?'«,         tangV  = j-^ > 

d'où  le  résultat  : 


tangV^i-hmy^j  ^y'—^^^ 


équation  qui  est  bien  homogène.  Pour  Tintégrer,  posons  (n®249) 

nous  aurons 

tangV[i  -h  mu{  u! x  -+-  u)\  —  u' x  -r-  a    -  /na, 

c'est-à-dire 

ar -5-(/nw  tangV  —  i)  =  u(i  -/n)  — tangV(i  -ma*), 

et,  en  séparant  les  variables, 

dx  _^  - /n«t  tangV -^- 1  , 

X   ""  mw' tangV-h  w(m  —  i)H-tangV 

L'intégration  n'offre  aucune  difficulté;  faisons-la  dans  le  cas  de 
m  =  1  :  les  courbes  proposées  sont  alors  des  droites  issues  de 
l'origine.  Il  vient 

,  r    du      I  —  MtangV  i  i  •      /  • 

const. -i- logar  =  /  =7 ^— = rrarctanga log(i-4-a*), 

^         J    tangV       i-HU*  tangV  ^  a     ^^  " 


ce  qui  s'écrit 


«rotNnRK 


ar/i-+-a»-^  Ce   *•"» 


Remplaçant  u  par— «  on  aurait  Téquation  des  trajectoires;    il 
vaut  mieux  employer  les  coordonnées  polaires,  en  posant 

X  —  p  cosco,        y  ^  9  sino), 
ce  qui  donne 

a  —  tango),         ou        arctangu  =  (u. 
On  a  ainsi 


équation  de  spirales  logarithmiques  ayant  Torigine  pour  pôle. 
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278.  Exemple  II. —  Trajectoires  orthogonales  des  tangentes 
à  une  courbe  {Développantes),  —  Soit,  en  fonction  d'un  para- 
mètre C, 

l'équation  générale  de  ces  tangentes;  il  faut,  pour  obtenir  l'équa- 
tion différentielle  de  leurs  trajectoires  orthogonales,  éliminer  C 
entre  cette  équation  et  la  seconde  équation  (4),  qui  est  ici 

dx 


Il  vient  ainsi 


dy 


équation  différentielle  du  type  de  Lagrange.  Pour  l'intégrer,  po- 
sons ~  -~/>,  et  résolvons,  par  rapport  à  y, 

-^  P         P 

ou,  en  posant,  pour  simplifier,  »  ^^  -.r^  '^(p)'» 

(5)  y^-^-^^ip)' 

Dérivons,  par  rapport  à  j;,  suivant  la  méthode  générale  (n®260); 
nous  trouvons 

I        dp  \  X 


p      dx  yp^ 
ou 

dx 


\j.^^'(P) 


équation  linéaire  en  x^  qu'on  intégrera,  d'après   le   n°  253,   en 
posant 

dv  du 

(6)      x=uv,  i^pt^i)p.  -v^o,        V  -^-{p^-^i)p  —  p^^{p)-=-o. 

On  tire  de  la  deuxième  de  ces  relations 
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c'est-à-dire 

P 


V  = 


//>' 


Portons  cette  valeur  de  v  dans  la  troisième  relation  (6);  il  vient 

d'où 

J     //>*  -h  l 
et  enfin 

^'{P)dp    .    Q        P 


i  X  P     rYip)di 

(7)  y  r-r  av>  =     _£ /    ^;ijL_f 


v//?»-hI*/       //>*-HI  //?*4-I 

Reportons-pous  maintenant  à  l'équation  primitive  (5);  nous 
avons 

Z'  VjP*  -!-  I    J       //>*  -h  I  V/?*  -4-  I 

Les  relations  (7)  et  (8)  définissent,  pour  la  courbe  générale 
cherchée,  les  coordonnées  x^y  d'un  point  en  fonction  d'un  para- 
mètre/?; le  problème  est  théoriquement  résolu,  il  ne  reste  qu'une 
quadrature  à  effectuer. 

Remarque,  —  En  vertu  de  la  Remarque  du  n"  261,  les  courbes 
qui  coupent  sous  un  angle  fixe  les  tangentes  d'une  courbe  donnée 
sont  les  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  :  le  problème  des 
trajectoires  des  tangentes  à  une  courbe  conduit  donc  à  une  équa- 
tion de  Lagrange;  on  vient  de  le  constater  pour  les  trajectoires 
orthogonales. 

279.  Exemple  III.  —  Trajectoires  orthogonales  dUme  famille 
de  cercles.  —  Soient  les  circonférences 

(9)  (^-a)î-t-(^-pr-R«  =  o, 

où  a,  p,  R  sont  des  fonctions  données  d'un  même  paramètre  ^; 
pour  trouver  Téquation  différentielle  de  leurs  trajectoires  orlbo- 
gonalesy  il  faut  éliminer  t  entre  l'équation  précédente  et  la  relation 


(10)  (:p_a)^^(^_P)  =  o. 
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Cette  élimination  n'est  possible  que  si  l'on  a  explicitement  a,  ^ 
et  R  en  fonction  de  t.  On  peut  tourner  la  difficulté  en  changeant 
dUnconnue  et  de  variable. 

Posons 

(il)  ^^=tange; 


nous  avons,  en  tenant  compte  de  (9), 

y  —  P  __  ^  —  ^ 
sinB  cosO 

d'où 


=  R; 


(12)  ^  =  P-hRsinO,         07  =  a -h  R  cos6, 

relations  équivalentes  à  (9)  et  (1  1). 

Entre  les  équations  (10^  et  (12),  cherchons  à  éliminer  x  ely^ 
de  manière  à  obtenir  une  équation  différentielle  entre  9  et  t.  Nous 
tirons  de  (12)  : 

djr=       BcosBd^-hdt(P  -+-  R'sinô), 
dx=^K  sin 6  û?e  -h  dt{a'  -h  R"  cosO ), 

a',  P',  R'  désignant  les  dérivées  de  a,  P,  R  par  rapport  à  C. 

Portons  dans  (10)  ces  valeurs  de  rf.r,  dy^  et  les  valeurs  (12) 
de  a:  et  y,  nous  obtenons  Téquation  différentielle  en  0  et  ^  : 

R  rfe  -+-  û?/(  P'  ces ô  —  a'  sin  e  )  =  0 

ou 

^e       p'       .       a'   .    . 

-j — h  -^  cosQ  —  -5-  sinO  =  G. 

at        n  t\ 

Prenons  pour  inconnue  tang-,  en  posant 

6  ,,    ,  ,^         idu 

taner-  =  u;  d  ou  aG  =  —  -.  ; 

l'équation  différentielle  précédente  devient  Véquation  de  Riccati 

du,       P'  ,^       'ia' 

^57^r('^"^~  R-"  =  ^- 

On  saura  l'intégrer  si  l'on  en  connaît  une  solution,  c'est-à-dire 
si  Ton  connaît  a  priori  une  des  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  proposés.  En  intégrant,  on  aura  a^  et  par  suite  6,  en  fonc- 
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lion  de  ^  (et  d'une  constante  arbitraire);  les  équations (12) donne- 
ront alors  :r  et  ^  exprimés  en  t,  ce  qui  définira  la  trajectoire 
orthogonale  générale. 

^application.  —  Si  les  cercles  donnés  ont  leurs  centres  en  ligne 
droite,  cette  droite  sera  évidemment  une  de  leurs  trajectoires 
orthogonales,  et  l'équation  de  Riccati  pourra  s'intégrer. 

Par  exemple,   considérons   les  cercles  dont  les  centres   sont 

sur  Ox,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  —  fois  l'abscisse  du  centre  : 

Prenons,  pour  ty  l'abscisse  a;  nous  aurons 

et  l'équation  de  Riccati  s'écrira 

du  mu  du  doL 

2  -, 2  —  =0         ou         —  =m  —  9 

doL  a  u  a 

ce  qui  donne 

et  par  (12),  puisque  u  =  tang-, 

a       9!C7'«  a    i--C>a"» 

V  =   —    = 9  37  =  -  3t  -4-     —    i= » 

•^        m  i-f-G«a«'»  m  i-rC'a»'» 

équations  paramétriques  des  trajectoires  orthogonales,  a  étant  le 
paramètre  variable. 


Lignes  de  courbure  et  Lignes  asympto tiques. 

280.  Lignes  de  courbure.  —  On  a  vu  dans  le  Tome  I  que  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  s'obtiennent  en  intégrant  l'équa- 
tion aux  directions  principales  :  c'est  une  é({ualion  différentielle 
du  premier  ordre.  On  a  déjà  (Tome  I)  donné  des  exemples,  dans 
lesquels  l'équation  différentielle  est  du  type  à  variables  séparées; 
en  voici  d'autres. 
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281 .  1°  Quadriques  à  centre  : 


3o3 


—  - 1. 


L'ordonnée  z  étant  regardée  comme  fonction  de  x  et  y,  Téqua- 
lion  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  (Tome  I,  n®  428) 


(I) 


!-/>« 

P<i 

l^q^ 

r 

s 

t 

dy^ 

—  dx  dy 

dx^ 

=  G, 


/?,  q^  r,  5,  t  désignant,  comme  d'ordinaire,  les  dérivées  premières 
et  secondes  de  z  par  rapport  à  ^  et  y. 

On  calcule  /?  et  ^  en   dérivant  l'équation   de  la  surface  par 
rapport  à  x^  puis  par  rapport  àjK?  ce  qui  donne  : 


/>=  — 


C^    X 

a*  z 


puis,  par  de  nouvelles  dérivations,  en  tenant  compte  de  l'équation 
de  la  surface, 


_  — c*  z — px  _    c*     y^  —  lA         _ 


C^      ^Ty 


a= 


a«^>«  z» 


<  = 


a?* —  a' 


a»^>» 


Portant  ces  valeurs  dans  (i),  on  obtient  après  réductions,  et 
en  tenant  toujours  compte  de  l'équation  de  la  quadrique,  l'équa- 
tion différentielle 

c*  —  A*  ,  c'  —  «'  , 

xy  —gr-  ^y^—^y    ^»    ^^' 


c»— 6* 


i —  X* ^^1 —  y*-h  a^  —  b^  jdxdy  =  o 


OU 

(2^ 


A-7(g)V(:r--A^«-B)^ 


^y 

dx 


xy  =  o, 


en  posant,  pour  abréger, 


B  =  a» 


a*  — ô« 


a' 


C'est  là  une  équation  différentielle  qui  ne  rentre  dans  aucun  des 
cas  intégrables.  Monge  a   observé  qu'on  peut  l'intégrer  par  la 
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méthode  de  dérivalion  (n"269,  i");  nous  indiquerons  ici  une  mé- 
thode plus  ralionneiie. 

Si    Ton    multiplie   par  y  le   premier  membre  de  Inéquation    à 
intégrer  (2),  on  voit  que  ^  ne  figure  que  dans  les  combinaisons 

dv 

y^  et  j^-^  ;  il  est  donc  indiqué  de  prendre  y'^  comme  inconnue. 

Ainsi,  on  posera  K'^r:^  «,  et,  à  cause  de  la  svmétrie  que  présente 
Téquation,  x^  =  s;>.  On  a  alors 

dy  _  ï   <^w  _  I   du  ^  dx  ^  du    ,- 
•^  dx  ~  2  dx       1  dv  '  dv  ~~  dv       ' 

et  Téquation  (2)  devient,  après  division  par  yjv^ 

équation  linéaire  en  w  et  r  (type  deLagrange).  Résolvons-la  par 
rapport  à  l'inconnue  a^  nous  trouvons 

U  — ; =  (>M    —  B-r -, , 

Am'-*-i  Aw'-hi 

en  posant  u!  =.    ,    :  c'est  une  équation  de  Clairaut,  dont  on  obtient 

l'intégrale  générale  (n"  263)  en  remplaç!^nt  u  par  la  constante  arbi- 
traire X;  on  a  donc,  pour  la  relation  cherchée  entre  u  et  i^, 


w  =  X  (^  — 


BX 

AX-m' 


et,  en  revenant  à  x  ely, 

Telle  est  l'équation  des  projections  des  lignes  de  courbure  sur 
le  plan  des  xy  :  elle  représente  des  coniques.  Les  lignes  de  cour- 
bure sont  donc  algébriques;  on  peut  aussi  en  déduire  qu'elles 
sont  à  rintersection  de  la  quadrique  proposée  avec  les  quadriques 

Jpî  V^  JZ^  wm^ 

homofocales  — — f-  ,-- 1 — r =  1  (voir  Tome  I,  n**  446V 

2"*  Paraboloïde  : 

a-s  =  a' 37*-+-  by^. 

On  a 

p  =  a'Xf        q  =  b'y^        r  =z  a'j        *  =  o,         t  =  b\ 
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et  réqualîon  des  lignes  de  courbure,  prise  sous  la  forme  (E),  est 
a' b'^xx  l^\^ -^{b' ^  a  ^joL'^b' x^^  t' b'^y^)^  ^  a'^b' xy=  o. 

C'esl  une  équation  qu'on  ramène  à  la  forme  (2)  en  posant 

L'intégrale  générale  est  donc,  diaprés  (3), 

6— a         X 


y^=  Xx'-h 


a'b'     a'-hb'X 


Les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  encore  des  coniques, 
et  ces  lignes  sont  algébriques. 

â82.   lignes  asymptotiqueB.  —  Les  lignes  asymploti((ues  d'une 
surface,  donnée  sous  la  forme 

x=x(u,v),        y^riu.v),        z  =  z{u,v), 

s'obtiennent  (Tomel,  n"  130)  par  l'intégration  de  l'équation  dilTé- 
rentielle 

qui  est  du  premier  ordre.  Rappelons  que  R,  S,  T  sont  des  fonc- 
tions de  Uj  (^,  dont  les  valeurs  proportionnelles  sont  respective- 
ment 


àu^  du*  du*  dudv  dv^ 


A,  B,  C  désignant  les  coefficients  du  plan  tangent,  à  savoir 

ày  âz       dz  ày 
du  dv       du  àv 

283.  Kxemple.  —  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées. 
—  Une  droite  de  l'espace 

(5)  V  ^  =  aja-h6,, 

(    2  =  a3U  +  6», 
H.    -  II.  ao 
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engendre  une  surface  si  a^  64,  a-j,  621  ^3)  ^3  sont  des  fonctions 
d^une  même  variable,  ç".  Les  équations  (5)  définissent  donc  para- 
métriquement  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  réglée^  en 
fonclion  des  deux  paramètres  u  et  {>,  On  a  alors 

.         dy  dz        dz  dy  .         ,  ,  .  ,,  ,, 

^^ÛT^-à-ui'  ="(«.«.-«»«.)+«.*»-«»*.. 

B  = =  u{aia\  —  axa'^)-\-  a^b^  —  aj^i, 

C  = ^=  u(axa'^  —  ûtjaj  )-i-  ai6j  —  «i^', , 

a\y  6',,  ...  élanl  les  dérivées  de  tZi,  6|,  ...  par  rapport  à  \^. 

o^  Si  d^  z 

On  calcule  sans  difficulté  -t—->  •••^^rv»  et  Ton  obtient  les  valeurs 
proportionnelles  de  R,  S,  T,  qui  sont  de  la  forme 

f,  y,  tj/,  ^  élant  des  fondions  de  v  qu'il  esl  inutile  d'écrire  tout  au 
long.  L'équation  différentielle  (4)  s'écrit  donc 

^^    2/^p)-h[a*<p(i')-+-ai|;(p)-Hx(t')]^     =0. 

Elle  se  décompose  en  deux  : 

!•  -r-=o;         dou         t'  =  const.: 

du 

les  lignes  correspondantes  sur  la  surface  sont  les  génératrices 
reclilignes,  solution  évidente  du  problème  (Tome  1,  n®435). 

a«  ?[i*  =Mtt*-+-NaH-P, 

dv 

M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  p  seul.  C'est  une  équation  de 
Riccati,  qu'on  ne  sait  intégrer  que  si  l'on  en  connaît  une  solution 
parliculière  :  elle  conduit  à  une  propriété  géométrique  intéres- 
sante des  lignes  as^niplotiques  de  la  seconde  série.  D'après  la 
remarque  du  n"âo9,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  u 


(')  Car,  dans  la  valeur  proportionnelle  de  S,  le  coefficient  de  u  est 

a^  (  O] Aj  —  03  Oj  )  -h ...-+-... , 

quanlité  nulle  idenli<|uemenl. 
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de  l'équation  de  Ricoatî,  pour  une  même  valeur,  quelconque,  de 
la  variable  (^,  esl  conslanl;  c'esl-à-dire  que  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  valeurs  de  u  qui  correâpondenl  aux  points  où 
une  même  f;énéralrice  rectilit^ne  mobile  {v  =  const.)  coupe  quatre 
lignes  asvmptoliques  fixes  est  constant.  Or,  sur  une  droite  donnée 
sous  la  forme  (5),  le  rapport  anbarmonique  des  quatre  valeurs 
du  paramètre  u  qui  correspondent  à  quatre  points  de  la  droite 
esl  égal  au  rapport  anbarmonique  de  ces  quatre  points,  par 
exemple  au  rapport  anbarmonique  de  leurs  abscisses;  donc  : 

Quatre  (igneis  asymptotiques  d^iine  surface  réglée  coupent 
une  génératrice  rectiligne  en  quatre  points^  dont  le  rapport 
anharnionique  reste  constant  quand  la  génératrice  varie, 

284.  Cas  particulier.  --  Si  la  surface  réglée  admet  une  droite 
en  debors  des  génératrices,  c'e>t-à-dire  si  celles-ci  rencontrent 
une  droite  fixe,  cette  droite  est  une  ligne  asymptolicpie  et  fournit 
une  solution  particulière  de  Téquation  de  Hiccati,  qui  peut  dès 
lors  s'intégrer. 

C'est  le  cas,  parexemple,  àes  surfaces  réglées  à  plan  directeur: 
la  droite  fixe  est  alors  la  droite  à  Tinfini  du  pian  directeur. 
Traitons  directement  ce  cas  particulier. 

Prenons  pour  plan  directeur  le  plan  des^z  :  une  génératrice  est 


jj"  =  a, 


z  —  m  y  -h  n  ; 

elle  engendrera  une  surface  si  m  et  n  sont  fonctions  de  a;  l'équa- 
tion des  surfaces  considérées  est  par  suite 

(6)  z^y^{x)^^{^x). 

Si  l'on  considère  o:  et  jK  comme  les  paramètres  u  et  p,  l'équation 
difTérenlielle  des  lignes  asj^mptotiques  rst  (Tome  l,  n**  428) 

r  dx^  H-  is  dx  dy  -h  t  dy^  =  o, 

,,   .  d««      d^z      d^z 

r,  5,  ^désignant  — ,^—^,^^,. 

Or  Téquation  (12)  donne 
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d^où,  pour  l'équatioQ  dilTérenlielle  des  lignes  asj^mptoliques, 

(7)  {y  ff" -h  Y )  dx^ -h  ^ff' dx  dy  =  o. 

Od  a  d'abord  la  solution  dx  =^  o,  d'où  x  =  consL,  valeur  qui, 
porlée  dans  l'équation  (6)  de  la  surface,  donne  les  génératrices 
rectilignes.  Après  suppression  du  facteur  dx^  la  relation  (7)  s'écrit 

(8)  2ç'g^^;p'4-^'=o, 

équation  linéaire  en  y. 

Comme  les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant 
des  droites  parallèles  à  Oy^  on  déduit  de  là,  par  la  remarque  du 
n**  256,  cette  propriété  géométrique,  que  l'on  aurait  pu  obtenir 
aussi  comme  une  conséquence  de  la  propriété  générale  des  asym- 
ptotiques  d'une  surface  réglée  : 

Trois  lignes  asymptotiques  d*une  sur/ace  réglée  à  plan 
directeur  déterminent,  sur  chaque  génératrice  rectilignCy  des 
segments  dont  le  rapport  est  constant. 

L'équation  (8)  s'intègre  par  la   méthode  générale;   on   trouve 

ainsi  : 

C 


équation  des  projections,  sur  le  plan  des  xy^  des  asymptotiques 
de  la  seconde  série. 


Trajectoires  sur  les  sur/aces;  systèmes  conjugués. 

285.  Trajectoires.  —  Le  problème  des  trajectoires  sur  une 
surface  èe  traite  comme  le  problème  analogue  sur  le  plan. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement  (axes  rectangu- 
laires) par 

(I)  x  =  x{u,y),     ^=.x(u,  V),      -5  =  z(u,  V), 

proposons-nous  de  chercher  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle 
donné,  8,  toutes  les  courbes  représentées,  sur  cette  surface,  par 
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Téquation 

(2)  F(U,  V,  C)  =  o, 

où  C  désigne  un  paramètre,  variable  d'une  courbe  à  l'autre. 

Soit  (Uj  v)  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  passe  par  ce 
point  une  courbe  de  la  famille  (â),  et  la  valeur  correspondante  du 
paramètre  G  est  donnée  par  Téquation 

(3)  F(M,  P,  C)  =  o; 

si  l'on  se  déplace  sur  cette  courbe,  à  partir  du  point  (m,  i^)  les 
diflerentielles  Zu  et  Si^  sont  liées  par  la  relation 

<«  (S)«-(f)«—. 

ôF        dF 
les  parenthèses  indiquant  que  G  a  été  remplacé,  dans  t"  et  r-i  par 

sa  valeur  tirée  de  (3).  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  considérée,  au  point  (u^  p),  sont  proportionnels  à 

Ox  ^  Ox  ^  ôy  ^  ôy  ^  dz  ^  ôz  ^ 

—  OM -h  T- ^t'»  -^ôM-hf-ôp,  -— 8a -h -- op, 

Ou  ov  Ou  Ov  Ou  Ov 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (4),  à 

]  ôû  \dt7/"~  dç  \ôû/\         dû  ylh  )~~  dç  \du)^ 

(  du\dç)       dç\du)* 

Quant  aux  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  (e/,  (^),  à  la 
trajectoire  cherchée,  ils  sont  proportionnels  à 

X  r-  X  âx   ,         Ox   ,  ày   ,         ày   ,  dz   ,         dz   , 

^    '  Ou  Ov  ou  dp  du  Ov 

en  écrivant  que  les  deux  directions  (5)  et  (6)  font  entre  elles 
l'angle  6,  on  obtiendra,  entre  a,  i^  et  ^— >  une  relation  qui  sera 
l'équation  diflFérentielle  des  trajectoires  cherchées. 

286.  Exemple.  —  Pour  obtenir  les  trajectoires  des  courbes 
1?  =  C,  on  fera,  dans  (5),  (--J=zo,  (  —  )^^*>  ^®  ^"'  donnera. 
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pour  Téq nation  différenlielle  finale, 

I  Ox  dx  .\dT       (ày   .         ày   ,  \  ôy       I  àz    .         àz  j\dz 

û        \  ^w             àv       /au       \du             dv       /  Ou       \  du  ôv        I  du 

cosG  =  '  '  — 

ou,  avec  les  notations  du  Tome  I  (n"  412), 
(7)  cosô  = 


s/E  du^-^'xV  dudv-\-G  dv'-  /Ë 


Application.  —  Cherchons  les  trajectoires  obliques  des  méri- 
diens d'une  surface  de  révolution.  La  surface  étant  représentée 
paramétriquement  (Tome  I,  n®  416)  par  (*) 

ar=MCosp,         y  =  u?>mv,         z=zf{u), 

les  méridiens  ont  pour  équation  (^  rrr  G,  et  Ton  a  (ibid.) 

E  =  i-+-/'«(m),         F  =  o,         G  =  i/*. 

L'équation  ("j)  s'écrit  dès  lors 

\/i-hf^{u)^du*[î-h/'^(u)\-t-u^dy 
ou 

c^Mî[n-/'*(M)]sin«e  =  w»ûf(;«cos*e. 

Séparons  les  variables,  il  vient  : 


du)Ji-\-f'^{u)        ,         . 


u 


d'où,  pour  l'équation  en  2/  et  p  des  trajectoires  cherchées, 

/   — /i -4-/'*(w)  =  PcotO -h  const., 

résultat  conforme  à  celui  qui  a  été  obtenu,  avec  d'autres  notations 
et  par  une  autre  méthode,  au  n®  469  du  Tome  L 

287.   Systèmes  conjugués.  —  Deux  droites,  tangentes  à  une  sur- 
face en  un  même  point,  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles  sont 


(<)  L'axe  de  révolution  est  0-z;  la  méridienne,  dans  le  plan  2 Ox,  est2=:/(x). 
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conjuguées  par  rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face en  ce  point. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement,  les  cosinus 
directeurs  d'une  direction  tangente  au  point  m,  i^  sont  (Tome  I, 
n**  340)  proportionnels  à 

dx  ,         dx   .  ày  ,         ày   ,  àz    ,         dz  , 

—-  du  -i-  —-  dç.         -f-du-{-  -T-dv,  -—du-h-j-  ac, 

au  âv  ou  ov  au  ov 

^  dv        ^     , 
ou,  en  posant  ^  =  A,  a 

<8)  ^^x— >         îSZIh-X^,         ^^-X~, 

du  dv'  du  dv  *  du  dv 

X  désignant  un  paramètre,  variable  d'une  tangente  à  l'autre. 

Pour  les  directions  asymptotiques,  les  valeurs  de  -t->  ou  X,  sont 
données  (Tome  I,  n**  i27)  par  l'équation 

(9)  R-h!iSX-hTX«=o, 

R,  S,  T  ayant  l'expression  indiquée  plus  haut  (n"  282). 

Il  résulte  de  la  forme  linéaire  en  X  des  quantités  (8),  et  des  pro- 
priétés classiques  de  l'homographie,  que  le  rapport  anharmonîque 
de  quatre  droites  tangentes  à  la  surface  en  (/,  v  est  égal  à  celui 
des  quatre  valeurs  correspondantes  de  X  :  donc,  pour  exprimer 
que  les  deux  directions  qui  répondent  aux  valeurs  X4  etX^  du  para- 
mètre X  sont  conjuguées,  il  suffit  d'écrire  que  le  rapport  anhar- 
monique  de  X| ,  X2,  et  des  deux  racines  X',  X''  de  l'équation  (9),  est 
égala  —  I,  ce  qui  donne 

X'— X,  ,X*-X,  __ 
X'_X,  •  X'— Xi  "      ' 
ou 

2X'X''-f-2XiX,'-(X,H-X,)(X'-+-X')  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (9), 

(10)  R-t-S(X,-+-Xi)-»-TX,X,  =  o. 

Soient  maintenant,  sur  la  surface,  deux  systèmes  (ou  familles) 
de  courbes,  simplement  infini  chacun,  C  et  C^  on  dit  qu'ils  sont 
conjugués  si,  en  chaque  point  de  la  surface,  les  tangentes  aux 
courbes  C  et  G  qui  passent  par  ce  point  sont  conjuguées. 
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Le  système  C  étanl  donné,  la  détermination  d^un  système  con- 
jugué revient  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  qu'on  formera  comme  il  suit. 

Soit  F(«,  c,  C)=:o  l'équation  des  courbes  du  système  C, 
G  étant  un  paramètre  variable  d'une  courbe  à  l'aulre;  en  verlu 
de  (5),  la  valeur  de  X  qui  répond  à  la  tangente  menée,  au 
point  a,  if,  à  la  courbe  du  système  qui   passe  par  ce  point,   est 

—  (-T-)  •  (tpJî  '^s  parenthèses  indiquent  toujours  que  C  a  été 

remplacé,  dans  -r-  et  -r-j  par  sn  valeur  tirée  de  F(m,  v^  C)  =  o. 
Pour  la  tangente  à  la  courbe  du  système  conjugué  qui  passe  par 
u,  i^,  la  valeur  de  "k  est  -i-;  on  a  donc,  d'après  (lo), 

du  I        dv   l       ,|,  Ww 
\dv  )  J  [àv/ 

équation  différentielle  des  courbes  du  système  conjugué. 

Exemple,  —  Si  le  système  C  est  le  système  v  -  -  const.,  on. devra 
taire,  dans  (i  i  ),  (  T~  )  ^^  *S  (  TT  )  ~^  '  '  ^^  "  restera  : 

R  rfa  -H  S  dv  ^  o. 

Si  S  est  identiquement  nul,  cette  équation  donnera  u  r=  const.. 
et  réciproquement.  Par  suite,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  systèmes  u  -  const.  et  p  r-=  const.  soient  con- 
jugués est  qu'on  ait  S  =  o,  quels  que  soient  u  et  p. 


D  Cl  \^"^  ^^  ^\du)    dv 

(  I  I  >  R  4-  S  I —= H  -=-    I  —  T  -T-rrrr   -,-  =  «• 


V.  —  ÉQUATION  D'EULER. 


•  288.  —  Soit  T(x)  le  polynôme  du  quatrième  degré 

Aj-^h-  iBx^-h  Cx'-h  aDjT-h  E; 

on  nomme  équation  d^Euler  l'équation  différentielle  du  premier 
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ordre 

dx       ,        dy 

'«)  -7=  ±    -7==r   =  O. 

Elle  s'intègre  immédiatement  par  quadratures,  puisque  les  va- 
riables sont  séparées;  la  solution  se  présente  ainsi  sous  la  forme 

F(^)=^:  ¥{y)  —  const. 

F(jr)  et  F(^)  étant  des  fonctions  transcendantes,  Eulera  observé 
que  la  solution  générale  de(i)  peut  aussi  se  mettre  sous  une  forme 
algébrique  par  rapport  à  x  ely]  et,  de  la  comparaison  des  deux 
formes  de  la  solution,  il  a  déduit  un  théorème  d'addition,  par  la 
voie  suivie  au  n**  246. 

289.  Intégration  algébrique.  -  Pour  intégrer  algébriquement 
Téquation  (i),  nous  ferons  appel  à  la  propriété  suivante,  énoncée 
dans  la  Note  du  n°  227  :  si  S  désigne  une  conique,  représentée 
paraniétriquement  en  ^,  par  des  é()uaiions  du  tjpe 

Uit^^  b^t-^  Cl  -^        a^t^-ht/st-i-  Cl 

et  si  T  est  une  seconde  conique,  coupant  S  en  quatre  points  dont 
les  arguments  sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré  T(/)  :=  o,  une  tangente  quelconque  de  T  rencontre  S  en 
deux  points,  dont  les  arguments  t'^  t",  et  leurs  dillérentielles  quand 
la  tangente  varie,  sont  lit's  par  l'équation  (*) 

dt'  de 

K'f.)  - . rz -  =0. 

y/l{t')        yjlit") 

(')  Bn  raison  de  l'importance  de  cette  relation,  nous  croyons  utile  d'en  donner 
ici  une  démonstration  plus  directe  que  celle  du  n'  227. 

En  coordonnées  homogènes,  x,  y,  z,  Téqualion  de  T,  si  l'on  rapporte  cette 
conique  à  deux  tangentes  et  à  la  corde  des  contacts,  peut  s'écrire  : 

\,  B,  C  étant  linéaires  et  homogènes  en  x,  y,  z.  L'équation  d'une  tangente  quel- 
conque de  cette  courbe  sera 

^  désignant  un  paramètre  variable  :  car  l'enveloppe  des  droites  (j)  est  évidem- 
ment la  conique  (i). 

I^  droite  (3}  coupe  S  en  deux  points,  dont  les  arguments  t  sont  les  racines 
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Celte  équation  différentieUe  est,  entre  d  et  f",  l'équatîon  géné- 
rale d'Euler.  D'après  ce  qui  précède,  on  en  obtiendra  une  solution 
en  écrivant  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'argumenls 
/'  et  t^ y  sur  la  conique  S,  louche  une  conique  T,  coupant  S  aux 
quatre  points  dont  les  arguments  annulent  le  polynôme  du  qua- 
trième ordre  T(^).  L'équation  de  cette  conique  T  contient  une 
constante  arbitraire,  puisque  les  coniques  menées  par  quatre 
points  sont  en  nombre  simplement  infini  :  la  relation  obtenue  ainsi 
entre  t^  et  i^  renfermera  donc  une  constante  arbitraire,  et  sera  dès 
lors  l'intégrale  générale  de  (2).  D'ailleurs  toutes  les  opérations  à 
effectuer  étant  algébriques,  l'intégrale  sera  algébrique  en  t  et  f . 


de  l'équation 

(3)  X»A(0-fr-2^B(0-HC(0  =0. 

A(f)i  ...    désignanl   ce   que   deviennent    A,  ...    quand  on  y  remplace  ;r,  y,  z 
par  a,  ^^-h  6,/  -h  Cp  aj^«H-. . .,  a^0-\-.,,^ 

Soient  V  et  i"  les  deux  racines  de  (3);  si  l'on  fait  varier  infiniment  peu  la  laa- 
gente  (  a  )  en  remplaçant  X  par  X  +  (Tky  V  et  t"  éprouvent  des  variations  dC  et  dt' 
qu'on  obtient  en  difTérentiant  (3).  On  trouve  ainsi,  en  désignant  par  /(<)  le  pre- 
mier membre  de  (3), 

dt'f'it')  -h2tA[>.A(/')-t-B(/')]  =0, 

dr/'it")  H-  2rfX[XA(r)  4-  Bit')]  =  Oy 
d'où 

di'  dr __  ^r    1  I    1 

Or  /( / )  =  a ( ^  -  -  e')  {t  —  r ),  a  étant  une  constante  par  rapport  à  /,  et  l'on  en 
conclut  de   suite   que  /'{(')  -h /'{f)   est  nul   identiquement.   Donc,  en  vertu 

de  (4), 

dt'  dt'  _ 

^^'  XA(<')-hB(^)  ■""  XA(r)-+-B(r)  "^* 

Mais,  d'après  l'équation  (3),  que  vérifient  t'  et  r",  on  a 


>.A(r)4-B(r)  =±:s/BHt')-X{t')C{t'), 


XA(r)-hB(r)=±v/BMr)  -A(r)G(r), 

et   comme  d'ailleurs  B^{t)  —  X{t)  C{t)    n'est  autre  chose,  par  (i),  que  T(£), 
l'équation  (5)  s'écrit  : 

dt'  dt" 

■=  O.  C.    Q.  F.    D. 


/T(f')       v/T(r) 
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290.  Cette  méthode  permet  de  choisir  à  volonté  la  conique  S 
et  sa  représentation  paramétrique,  à  chaque  choix  correspondra 
une  forme  algébrique  différente  de  la  solution  de  l'équation  d'Euler, 
ces  formes  étant  d'ailleurs  équivalentes  entre  elles. 

Prenons  par  exemple  pour  S  la  parabole  r  =  ^^,  représentée 
paramélriquement  par  les  équations 

La  droite  qui  joint  les  points  d'arguments  ^  et  t"  sur  cette  courbe 
a  pour  équation  : 

ou,  en  posant  pour  abréger  t!-^f^=s^  if(!'-=zp^ 

(3)  y  =  sx  —  p. 

Les  quatre  points  delà  parabole  dont  les  arguments  sont  racines 
de  l'équation 

sont  évidemment  sur  la  conique 

A^î -+-  2  B a;^  -h  Ct*  H-  2  Dx  -+-  E  =  0  (  *  ) ; 

donc  l'équation  générale  des  coniques  T,  menées  par  ces  quatre 
points,  est 

(4)  Aj^*-4-  9.Br^  -f-  Ca^-H-  iDx  -h  E  -h  aX(ir*— ^)  =  o. 

X  étant  un  paramètre  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède,  la  solution 
de  l'équation  d'Euler  (2)  s'obtiendra  en  écrivant  que  la  droite  (3) 
touche  la  conique  (4)7  c'est-à-dire  en  exprimant  que  l'équation  aux 
X  des  points  de  rencontre  a  une  racine  double.  Cette  équation 
étant 

x«(A5»-l-2B*-4-C-+-  i\) 
—  2x{ksp  -h  Bp  —  D  -h  Xs)  ■+-  A/?*-+-  2X/?  -h  E  =  o, 

la  relation  cherchée  entre  t'  et  ^,  ou  entre  s  et  /?,  sera 

(A*/7-h  B/>— Dh-).5)«  — (As»-4-2B5  H-  C  -»-2X)(A/?«-l-  2X/>H-  E)  =  0, 

(')  Car  en  faisant  dans  l'équation  de  la  conique  a:  =  f ,  ^  = /',  on   reirouve 
l'équation  T(<)  =  0. 
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et,  si  Ton  ordonne  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  X, 

J        X»(*-— 4/?)  — •2X(A/?*H-  ^isp-^Cp-h  D5-h  E) 

/  ^(B«  — AC)/?«  — 2AD5/?— AEs»  — 2BD/?  — iBEjH-D'— CE  =  o. 

Telle  est,  en  supposant  s  eip  remplacés  par  t'  -{-  t"  et  i  f  ^  l'inté- 
grale générale,  sous  forme  algébrique,  de  Téquation  d'Euler(2). 

!291.  Autres  formes  de  l'intégrale    algébrique.   —  Résolvons 
Téquation  (5)  par  rapporta  la  constante  X;  nous  avons 


X  = 


A/>^-f-  B*/?  -h  C/?  -h  D5  H-  E  ±  \/.f  (5,  />) 


s^~\p 


ce  qui  est  une  nouvelle  forme  de  l'intégrale  (5).  La  quantité  sous 
le  radical  ^(5,  /?)est  un  polynôme  en  s  et/?,  et  par  suite  en  ^'  el^; 
elle  a  une  expression  remarquable^  qu'on  pourrait  découvrir  a 
priori  sans  calcul,  mais  que  nous  nous  bornerons  à  indiquer,  en 
laissant  au  lecteur  le  soin  de  la  vérifier. 
On  a,  d'après  (5), 

^{S,  p)  -  ^V/7*    r-  hsp-^Cp-r-  D  5  -f-  E  )* 

-    (5*— 4/>)[^B«    -  AC)/?î— aAD5/? 

—  AE5» -  X BD/?  —  'X BE5  -+-  D«  —  CE] 

et,  en  remplaçant/?  et  <s  par  t' f  et  t' -hf^  on  reconnaît  aisément 
(|ue  le  second  membre  est  égal  au  produit  T'  /MT(/").  On  a  donc 


\  ^  A^«-^-  ?^sp-^  C/>-hI)5-f-  E±  )/T{t')1{t') 
(o)  A  —  - 


S'—  4P 


relation  qu'on  peut  encore  simplifier. 

Multiplions  en  effet  les  deux  membres  de  (6)  par  2;  retran- 
chons et  ajoutons  au  numérateur  du  second  membre  la  quan- 
tité T(/') -h  T(/");  nous  trouvons  : 

_  —T(t')  —  Tir)  -h  x \ pi -^ 'xBsp -\-  iCp -^  xDs -h 'xE-^[)/T(F)d!i^T{r)Y 

s^-ip 

Or,  en  remplaçant  T  {t')  et  T  (t'^)  par  leurs  expressions 
A/'*-f-.  .  .,  A^'*  +  .  .  . ,  on  trouve  sans  difficulté 

—  T(^')  — T(0  4-  2A/>»-4-2B5/>-+-2G/>-»-  2Ds-t-aE 


CHAPITRE   I.  ÉQUATIONS   DU    PRBlflBR  ORDRE.  Sty 

et,  comme  le  dénominaleiir  de  aX,  à  savoir  s^ —  ip^  est  égal  à 


c'est-à-dire  à  (/'—  f")^  il  vient 


(7)     2X  =  —  A(/'-+-  ty~  9.3(1' -h  fj  —  C-^ 


r/T(0d:/T(Ol« 


forme  classique,   due  à    Lagrange,   de  Finiégrale    de  Téqualion 

(i'Euler(2). 

292.  Application.  —  Soit  le  polynôme  T(^)  =:  4^'  —  ^2^  —  g's  ; 
Téquation  d'Euler  (2) 

dt'  dt' 

-h    .  =  o 


/4  ^*-  gt  t'—  g%      /4 1'^  —  gtf~g% 

s'écrit,  si  Ton  y  pose  t!  =  p{u.  g^,  gz),  ^"  =  p{^,  g2,  gz), 

du-{-  dç  =  o, 

d'où,  rintégrale  générale 

(8)  C  =  a-f-p. 

Une  autre  forme  de  l'intégrale  est  fournie  par  l'équation  (7), 
où  l'on  fait 

A  =  G  =  o,        B  =  2,        t'=pu,        f=zpv^ 
c'est-à-dire 

(9)  31 '^  =  — 4(P"-Hpv)-H ^--  ) 


1 


X  désignant  la  constante  arbitraire.  D'après  le  n°  245,  les  seconds 
membres  de  (8)  et  de  (9)  sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  c'est- 
à-dire  qu'on  a 

/         V  '    /P'"=t  P'P\*  , 

(10)  — pa— pï^H--(C £1_)    ==(p(M-H(;). 

•^  ^  4\P«*— P^/ 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue  cp,  on  donne  à  v  une 
valeur  très  petite  et  l'on  développe  le  premier  membre  suivant  les 
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puissances  croissanles  de  p.  Il  vienl  : 

p'udzp'v  _  ^      ^  y* ^ _   I   Zip  2-4-p  ap'±  2C,r*-H. .  .  \ 

ci 

=  -  (dia±:2P«puH-...), 

et,  par  suite, 

I  /p'w  ±pV\* 
i\pu  —  pv/ 

=  —  pa —  GiP'-l-...H -|-2p«-h...=  pM-h..., 

les  termes  non  écrits  s'annulant  pour  ^  =:  o.  Donc,  à  la  limite, 
pour  ç  =  o,  Téquation  (lo)  donne 

cp(w)  =  pa, 
et  celte  équation  (lo)  s'écrit  par  suite  : 

p(u-hi>)'{-  pu-hpv  =  -(  '^ —  1  • 

4Vpw  — pp/ 

Il  faut  prendre,  au  second  membre,  le  signe  — ,  parce  que, 
pour  u={f,  le  premier  membre  reste  fini  et  que,  dès  lors,  le 
second  doit  Têlre  également  :  finalement,  on  retrouve  ainsi  la 
formule  d'addition  de  pi/,  à  savoir 

p(ii-l-p)-l-pa-T-pp=  7  ( —  )  • 

C'est  par  ce  procédé  qu'Euler,  puis  Legendre,  ont  obtenu  la 
formule  d'addition  de  la  fonction  sn  u. 
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CHAPITRE  II. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  QUELCONQUE. 


I.        CAS  DE  RÉDUGTIBILITÊ  DES  ËQUÂTIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


293.  —  //  rCy  a  pas  de  méthode  pour  inlégrer  une  équalion 
différentielle  générale  d'ordre  /z;  on  ne  peul  que  signaler  certains 
cas  où  il  est  possible  de  réduire  tordre  de  réquation,  c'est-à- 
dire  la  ramènera  une  autre,  d'ordre  inférieur. 

^4.  Premier  cas.  —  La  fonction  inconnue  et  ses  k  —  i  pre- 
mières dérivées  ne  figurent  pas  dans  l'équation,  qui  est  dès 
lors  de  la  forme 

^/       cff'Y  d"Y\ 

/(^•^ rfx";="- 

Il  suffitévidemment  de  prendre  pournouvelle  inconnue  -t-"^  =  w, 

et  Ton  a 

./  du  ci"-^u\ 

équation  dont  l'ordre  est  inférieur  de  k  unités  à  celui  de  la  pro- 
posée. Si  on  peut  l'intégrer,  on  aura  -.-^  =:  u{x)^  d'où 


dx^ 


-i=  J  ^dx, 


5^  =  J  ^/"^^'    "'  ^^''' 


L'inconnue  y  s'obtiendra  donc  par  k  quadratures  successives, 
introduisant  chacune  une  nouvelle  constante;  avec  les  n — k 
constantes  que  renferme  a,  on  aura  bien  les  n  constantes  requises 
pour  l'intégrale  générale  /. 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  les  k  quadratures  successives  par 
une  seule. 
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Soil,  en  efTet,  d^uiie  manière  générale,  à  intégrer  réquation 

Considérons  la  fonclion 

je  dis  qu'elle  vérifie  (i).  En  efTel,  en  appliquant  la  règle  de  déri- 
vation sous  le  signe    /  ;  on  a  : 

j-  =  7 ' r    /       ?(«)(^  — ^l'^-^^^-^-H  7 ' 77  [«<.«)  (^  —  '»)'"-*]x=jr- 

dx       {m  —  i)\J^     i\'v  (m— i)!'-*''^  '        * 

Le  second  terme  est  nul,  et  Ton  a  de  même  : 

1 

ce  qui  établit  la  proposition. 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  Y  Tintégrale  générale  de  (i)  et 
qu^on  pose  : 

u  étant  rinconnue  nouvelle,  on  aura  : 

cffn  Y        d"^  U  , ,  d^  u 

,       -^  -^ —  =  9(^)»  d  où  -7 —  =  o, 

dx^'*        dx"^       ^  dx"*' 

et,  par  suite, 

w  =  Cl  r'«-i  -+-  Gia:'«~*  -+-...-+-  C;n-i  tc  h-  C;n, 

les  C  étant  les  constantes  arbitraires;  Tintégrale  générale  de  (i^ 
est  donc 

Pm^i  (^)  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  d'ordre  m  —  i . 
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295.  Deuxième  cas.  —  La  variable  x  ne  figure  pas  dans 
r  équation 

On  ramène  ce  cas  au  précédent  en  prenant  x  comme  inconnue 
et  y  comme  variable,  car  on  obtient  ainsi  une  équation  où  l'in- 
connue ne  figure  pas.  Les  formules  qui  expriment  les  dérivées 
de  y  par  rapport  à  x^  en  fonction  des  dérivées  de  x  par  rapport 

à  y^  se  trouvent  aisément;  il  suffit  d'observer  que  -~>  c'est- 
à-dire  j^,  est  l'inverse  de^^  c'est-à-dire  x'  (Tome  I,  n**  102). 
On  a  ainsi 

-^  "^  dx^  ~  \dy^  )  ^  'dx  ~~  \dy  x' )  ^  x'  "       x'^  x'    "    x  =»   ' 
^'    "  dx^  ~  y  dy\   .r'a  )  ~  x'i 


Autre  méthode.  —  On  prend  y  comme  variable  et  -^  comme 
inconnue.  Posons  donc 

Il  »  •  dy     d'y  r        *•  i  dp 

et  cherclions  a  exprimer -T-:^  -7-^'  •••  en  fonction  de/?,  y-,  ...• 

On  a 

d\y  _  dp  ^     dp      ^      f^  ^ 
dx^       dx        /dy\  dy' 


d^y 
dx^ 


d  l     dp\  d  I     dn\         ^d^p  /dpY 


et  ainsi  de  suite;  -y-^j- s'exprimera  en  fonction  de/>  et  de  ses(/«  —  i) 

premières  dérivées  par  rapport  à  y.  Portant  ces  valeurs  dans  la 
proposée  (2),  on  aura  une  équation  d'ordre  (/i  —  i)  en  />;  si  b\\ 
peut  rinlégrer,  soit 

H.    —    II.  Tl 
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sa  solution  générale,  renfermanl  n  —  i  constantes  :  on  aura 

dx-=-—y         d'où         x=    I     /  ^  -f-  const., 
P  J  ?(7) 

ce  qui  donne  l'intégrale  générale  de  (2)  avec  les  n  constantes 
nécessaires. 

296.  Troisième  cas.  —  L'équation  est  homogène  par  rapport 

à  y  et  à  ses  dérivées^  c'est-à-dire  ne  change  pas  (à  un  facteur 

près)  si  Ton  remplace  y  par  Xy^  x  étant  inaltéré  et  X  désignant  une 

-constante. 

On  posera 

y  —  e-, 
^'oii 

dv  dz 

dx  dx 

d^Y  \d^z        /dz^^\ 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée:  e^  sera  en  facteur 
dans  tous  les  termes,  à  une  certaine  puissance,  en  raison  de  Tho- 
inogénéité;  après  suppression  de  ce  facteur,  l* équation  ne  con- 
tiendra plus  3,  car,  dansj^  et  ses  dérivées,  z  ne  figure  que  sous 
la  forme  e*.  On  trouvera  ainsi  une  relation  de  la  forme 


./      dz    d^z  d^Z\ 

^V^di"d^^""'d^n)^'^^ 


équation  d'ordre  n  —  i  par  rapport  à  -^ 


297.  Quatrième  cas.  —  V équation  est  homogène  par  rapport 
à  X,  y,  dx,  d^y,  . . . ,  d^y,  c'est-à-dire  ne  change  pas  quand  on 
remplace  x  par  \x  et  y  par  \y  :  c'est  une  généralisation  des 
équations  homogènes  du  premier  ordre.  Pour  intégrer,  on  change 
d'inconnue  en  posant 

y  =  ux, 

u  étant  l'inconnue  nouvelle,  et  l'on  forme  l'équation  différentielle 
à  laquelle  satisfait  u. 

Or,  quand  on  remplace  x  par  \x  et  y  par  )^,  u  reste  inaltéré; 
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donc  réqualion  difTérentlelle  en  u  ne  changera  pas  quand  on  rem- 
placera X  par  \x,  u  restant  inaltéré  :  si  dès  lors  on  prend  u  pour 
variable  et  x  pour  inconnue,  l'équation  diflférentieUe  en  x  sera 
homogène  par  rapport  à  .r  et  à  ses  dérivées,  ce  qui  est  le  troisième 
cas  de  réduction. 


II.  —  APPLICATIONS. 


298.  C'est  surtout  pour  les  équations  différentielles  du  second 
ordre  que  les  procédés  ci-dessus  de  réduction  sont  importants; 
dans  les  cas  où  ils  sont  applicables,  ils  conduisent  à  des  équations 
du  premier  ordre,  qu'on  peut  parfois  intégrer,  ainsi  que  la  Méca- 
nique en  présente  de  nombreux  exemples.  On  donnera  ici  d'autres 
exemples  empruntés  à  des  problèmes  géométriques. 

299.  Courbe  élastique.  —  Trouver  une  courbe  plane  {passant 
par  l'origine)  dont  le  rayon  de  courbure  soit  inversement 
proportionnel  à  l'ordonnée. 

L'équation  du  problème  est 


(») 


^        a*  ' 


elle  ne  contient  pas  x  (second  cas  de  réduction);  on  posera  donc 
et  la  proposée  deviendra 

Les  variables  sont  séparées;  intégrons  :  il  vient 
(il) j-  =  - — - — >  (G  constante  arbitraire), 
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d'où  . 


dx  = 


/a*— (j-s-G)*' 


on  est  ramené  à  une  difTérentielle  elliptique,  le  polynôme  sous  le 
radical  est  bicarré.  Posons  alors,  pour  réduire  le  polvnome  au 
troisième  ordre, 

d'où 

dx=^  "^" 


On  introduit  les  fonctions  elliptiques  en  posant 

u  -yv-^-  -C  '  e^=      a^—  -G, 

f  <?    =  —  a*  —  :  G, 
\     •  i 

d'où,  en  intégrant, 

(4}  —^^j  (p*'-+-^G^^p=-;p-+--!j'i^-4-G\ 

Joignons-y  l'équation  (3), 


e«  — j)i' 


jK  ^  /G  — «  =  1/ ^  G  —  jji'  =  / 

nous  avons  x  Qiy  exprimés  en  fonction  d\in  paramètre,  c,  ce  qui 
définit  la  courbe  cherchée. 

Écrivons  que  la    courbe    passe  par   l'origine,   c'est-à-dire   que 
.r  =  o,  pour  y  =  o\  y  s'annule  pour  r  i^  to,,  on  aura  donc 

ce  qui  détermine  la  constante  C,  cl,  par  suite, 

G 
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Il  est  maintenant  plus  simple  de  prendre  pour  paramètre  v  —  lOa, 
c'çst-à-dire  de  poser  v  =  t -{- tOo^;  en  appliquant  les  formules 
p{t  +  (Oa)  du  n"  199  et  ^{t  +  Wa)  du  n*»  197,  on  trouve 


_  .  /(gg— gf)(gp— gg)  ^      /(a«-f-C)(a^— G)  ^  /(gî-h  G)(aî  — Ç)  ^ 
-^■"V  JW  — ga  ~~V  1>^  — g»  ~"  ^ao(0 

On  peut  prendre  devant  x  le  signe  +;  le  signe  —  donnerait  la 
courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy;  de  même  pour  y. 

Ces  formules  permettent  la  discussion  de  la  forme  de  la  courbe  ; 
nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  pousser  jusqu'au  bout,  en 
faisant  varier  /,  par  valeurs^rcelles,  de  —  oo  à  -|-  ^o. 

300.  Problème.  —  Trottiner  une  courbe  plane  telle  que  les 
tangentes  de  ses  diamètres  y  aux  points  oit  ceux-ci  coupent  la 
courbe,  concourent  en  un  même  point  {Origine  des  coor- 
données). 

On  a  établi  (ïomeI,n°  72)  qu'en  un  point  a:,  j^  d'une  courbe  C, 
la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  qui  passe  par  ce  point  a  pour 
coefficient  angulaire 

y t  y "i  y"  étant  les  valeurs,  au  point  x^  y,  des  dérivées  de  l'or- 
donnée,^, de  la  courbe  C,  regardée  comme  fonction  de  l'abscisse  x. 
Pour  que  la  tangente  considérée  passe  par  l'origine,  il  faut  et 

il  suffit  que  son  coefficient  angulaire  soil  ~;  l'équation  difïéren- 
tielle  de  la  courbe  G  est  donc 

~  y  —  ^  —57» 
X  y 


ou 


C'est  une  équation  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées 
(Troisième  cas  de  réduction);  elle  est  également  homogène  par 
rapport  à  x^  y,  dx^  dy,  d'^y^  d^y  (Quatrième  cas):  nous  enga- 
geons le   lecteur  à    en    essayer  l'intégration   en   appliquant  les 
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méthodes  générales  indiquées  plus  liaut;  il  sera  plus  court  de 
procéder  comme  il  suit. 

Mettons  Téquatioii  proposée  sous  la  forme 

y    o  ^y 

y      ^y  —  y 

Le  premier  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  à  x^  de  logj^;  le 
second,  celle  de  31og(^j^' — y)  :  on  a  donc,  en  intégrant, 

y'^—c{xy—yy, 

ou 


Le  premier  membre  étant  la  dérivée  de  —  r  (-^J^' — yY't  ^^  ^^ 
conclut 

d'où 

xy-- 


et,  en  remontant  encore  aux  primitives, 

^-    r^-r    /       i         _       I  [x/Cx^^  C  .      ] 
^^Jx^yCx^-^C^       G'L         ^'  "^'^J' 

c^est-à-dire 

(G>-t-G'x)«— Ga:î  — C'=o. 

C^est  Téquation  d^une  conique,  quelconque  d^ailleurs,  ayant 
l'origine  pour  centre.  Cette  solution  était  évidente  a  priori;  notre 
analyse  montre  qu^elle  est  la  seule. 

301.  Problème.  —  l^rouver  une  courbe  plane  pour  laquelle 
le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  soit  proportionnel  au 
rayon  vecteur  du  même  point. 

En  coordonnées  polaires,  p  désignant  le  rayon  vecteur,  et  p',  p"' 
ses  dérivées  première  et  seconde  par  rapport  à  Tangle  polaire,  «o, 
Téquation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera,  d'après  Tex- 
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pression  classique  du  rayon  de  courbure  (Tome  I,  n"  62), 


8 


Cette  équation,  ne  contenant  pas  (i>,  rentre  dans  le  second  cas- 
de  réduction;  elle  rentre  aussi  dans  le  troisième,  puisqu'elle  est 
hoinogène  en  p,  p',  p''.  Nous  choisirons  la  méthode  de  réduction 
du  troisième  cas,  en  posant 

(7)  p  =  e»;        d*où        p'=e»w';        p'=  e"(M'-t- it'*); 

et  Féquation  proposée  deviendra 

,     5. 
(l-hî^'*)* 

=  m. 


relation  qui  ne  contient  pas  u.  On  y  posera  donc*( Premier  cas) 
^«v  ,      du  „      dz 

et  Ton  aura,  en  séparant  les  variables  z  et  ca, 

mdz  , 

(9)  j  =  ûfw, 

m(i  -h  z^)~(i  -+-  z')* 

d'où 

nidz 


(9  6t5)  tO 0)0=      / 


m(i-h5*)— (i-h«*)« 


Il  est  inutile,  pour  le  moment,  d'efTectuer  la  quadrature  \  on  a,  en* 
effet,  par  (8)  et  (9), 

mzdz 


du  =•  zdo)  = ^9 


et,  par  suile, 


/mzdz  .      ~ 
i"  +  ïog^- 
m(i-H  3«)-(i4-^')« 


Enfin  (7)  donne 


msHz 


a  =  €'*=  Ce^   irnH-5»}-(l-nV 
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et  (9  bis)  s'écrit 

mdz 


I 


m(ï-+-3')— (i-+-;5«)» 


Ces  deux  dernières  relations  donnent  p  et  o>  exprimés  en  fonc- 
tion d'un  paramètre,  5,  ce  qui  définit  la  courbe  cherchée. 

On  peut  pousser  les  calculs  plus  loin  ;  posons,  en  effet,  dans  les 
expressions  de  p  et  (o,  i  -|-  5-  =  v^  ;  il  vient 


(u  =  a>o  -f- 


/ 


mdv 


{/nv  —  i'*)  ^v* —  j 


Tirons  v,  en  fonction  de  p,  de  la  première  de  ces  relations  et 
portons  dans  la  seconde;  nous  obtenons  finalement,  pour  équa- 
tion de  la  courbe  en  co  et  p, 


,  (C-\-p)dp 


/ 


p/pîm*— (GH-p)« 


La  spirale  logarithmique,  qui  est  une  solution  du  problème 
(Tome  I,  n°  383),  correspond  à  C  =  o. 

302.  Courbe  de  poursuite.  —  Un  mobile,  Mo,  parcourt  l'axe 
des  X  d'un  mouvement  uniforme,  avec  une  vitesse  Vo\  "n  second 
mobile,  M,  primitivement  en  dehors  de  cet  axe,  se  meut  dans  le 
plan  avec  une  vitesse  uniforme  r,  en  se  dirigeant  à  chaque  instant 
vers  la  position  qu'occupe  Mo  au  même  instant.  On  demande  Ici 
trajectoire  de  M  (Courbe  de  poursuite). 

Soient  x^y  les  coordonnées  de  M  à  l'instant  t,  le  temps  étant 
compté  à  partir  du  passage  de  Mo  à  l'origine;  on  a,  en  écrivant  que 
la  vitesse  de  M  est  égale  à  Vj  et  que  la  tangente  en  M  à  la  trajec- 
toire (')  passe  par  le  point  d'abscisse  ÇqI  sur  Ox, 

(10)  ^dx^'\-d/^=  vdt,         —y=-^(vQt  —  x). 


(  '  )  A  savoir  la  droite  Y  —  ^=  -f-  {X^x). 
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Pour  obtenir  une  relation  différentielle  entre  x  et  y,  il  faut  éli- 
miner t  :  à  cet  effet  résolvons  la  seconde  équation  par  rapport  à 

différenlions 


.H 


et  portons  cette  valeur  de  dt  dans  la  première  relation  (lo);  nous 
avons 

équation  qui  ne  contient  pas  x  (Deuxième  cas).  Nous  Tintégrerons 
ici  en  l'écrivant 

et  en  observant  que  le  premier  membre  est  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion de^'  facile  à  trouver.  En  effet,  l'intégrale 


/du  /*       M  du 


v/i  -i-  a*  J    u*  /j 

se  calcule  par  le  changement  de  variable  i  -\'U^z=zz^^  et  devient 


z  —  \         1         \^\-^  u^  —  I 


r    dz         1,^  —  1       1 


/ 


I  -h  a*-f- 1 


le  premier  membre  de  (i  i)  est  donc  la  dérivée,  par  rapport  à  x^ 
du  dernier  membre  de  (12),  où  u  est  remplacé  pary'.  Ou  a,  dès 
lorsy  en  remontant  aux  primitives  des  deux  membres  de  (i  i), 


-  iog  •     =  k  logr  -i-  -  log C, 

d'où 


Résolvons  par  rapport  àj^'^,  nous  avons 
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le  radical  y/G  com portant  le  signe  zt.  Séparons  les  variables  x  e\y  : 
d'où,  par  intégration,  en  supposant  A:  différent  de  l\inité, 

C'est  l'équation  de  la  trajectoire  cherchée;  on  déterminera  les 
constantes  C  et  O  par  les  conditions  initiales  (*). 


III.  —  LIGNES  GÉODËSIQUES. 


303.  Définition.  —  On  a  appelé  lignes  géodésiques  d\ine  sur- 
face (Tome  I,  n"  431),  les  lignes,  tracées  sur  celte  surface,  dont  le 
plan  osculateur  en  chaque  point  est  normal  à  la  surface  au  même 
point. 

Elles  jouissent  d'une  importante  propriété  :  le  plus  court  chemin 
entre  deux  |)oints,  sur  la  surface,  est  une  géodésique.  La  démons- 
tration rigoureuse  nécessite  l'emploi  du  calcul  des  variations, 
mais  on  va  établir  que,  si  le  plus  court  chemin  existe^  ce  ne  peut 
être  qu  une  ligne  géodésique. 

En  effet,  la  ligne  qui  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
de  la  surface  est  aussi  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
quelconques  pris  sur  la  ligne;  en  particulier  entre  deux  points 
infiniment  voisins  M  et  M'.  Mais  on  a  (Tome  I,  n°  401) 

arc  MM'— corde  MM'=  -^  ^^corde  MM')», 

aï 

en  se  bornant  à  la  valeur  principale  :  k  désigne  la  courbure  de  la 
ligne  au  point  M.  On  voit  ainsi  que,  les  points  M  et^  M'  étant 
donnés,  l'arc  MM'  sera  minimum  lorsque  k  sera  minimum,  c'esl- 


(')  Pour  f  =  o,  le  point  M,  est  à  Torigine,  et  M  a  une  posKion  donnée  (  j?,,  y^) 
dans  le  plan.  On  écrira  donc  que  la  courbe  (i3)  passe  par  x^^  y^^  et  que  sa  tan- 
gente en  ce  point  passe  par  l'origine. 
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à-dire  lorsque  le  rayon  de  courbure  (-rj  sera  maximum.  Or  le 

rayon  de  courbure  en  M  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  étanr, 
diaprés  le  théorème  de  Mcusnier,  la  projection  sur  le  plan  oscula- 
leur  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  menée  par  la 
même  tangente,  il  en  résulte  que,  pour  une  tangente  donnée  MM', 

le  maximum  de  j  aura  lieu  lorsque  le  plan  osculateur  contiendra 

la  normale  (*).  c.  <^>.  f.  d. 

30i.  Équation  différentielle  des  géodésiques.  —  Cette  équation, 
pour  une  surface  donnée  paramétriquement, 


(i; 


x  =  t(u,v),        y=y(u,v),        z  =  z{u,v), 


s'obtient  comme  il  suit.  Une  ligne  tracée  sur  la  surface  est  définie 
par  les  équations  (i)  où  Ton  regarde  a  et  v  comme  fonctions  d'une 
même  variable,  t:  le  plan  osculateur  en  un  point  x,  ^,  z  de  la 
ligne  a  pour  équation 

X  —  jr     37'     x" 

O   -r        Y 

7  -      -'      -» 


r  y  y 


ou 


o    - 


X  —  X    dx    d^  X 

"^  —y   ^h'   d^y 

z  —  z     dz     d*z 


dxy  d'^x^   ...   étant  les  diil'érenlielles  premières  et  secondes  de 
x^y^  z,  quand  la  variable  indépendante  est  t.  On  a  d'ailleurs 


('.) 


-  dx   ,  dx   . 

ax    =  -—  rfa  -f-  — -  «r, 
ùa  ôv 


j  d^x  =  ^du*' 


2  - — -■  du  dv  -4-  -r-r  dv^  -f-  -—  rf*  w  -h  -—  d^v. 
Ou  Ov  w*  Ou  Ov 


Écrivons  que  le  plan  osculateur  contient  la  normale 

\  —  x       Y  —y  __  Z  —  z 


A 


B 


C 


(*)  Celte  élégante  démonstration  est  due  à  Joseph  Bertrand.  Il  résulte  de  la 
propriété  de  plus  courte  distance  qu'un  fil,  tendu  sur  la  sur/ace  entre  deux 
points,  marque  une  géodésique. 
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(notations  du  Tome  I,  n°  408),  c'est-à-dire  qu'il  lui  est  parallèle; 
nous  avons  l'équation 


(î) 


A  dx  d^x 
B  dy  d^y 
C     dz     d*  z 


=  o. 


Cette  équation  se  met  sous  une  autre  forme  :  multiplions  les 
lignes  respectivement  par  -r"»  -f-^  -r-  et  ajoutons;  nous  obtenons. 


àx      .     ,,  ()k      .      r^ÙZ 


du    du    du 
puisque  A^  +B^4-C~  est  nul  (Tome  I,  n"*  408),  la   ligne 
nouvelle 


G,     dx- \- dy -f- -h  dz —",      d^x- h  d^y -^ -h  d^z —-i 

au         "^  Ou  ou  au  ^  Ou  Ou 

qui  peut  remplacer  une  de  celles  du  déterminant.  De  mémo,  en 

dx    dv    dz 
dv     dv     dv 


multipliant  par  -r^>  -r->  -r^  et  ajoutant,  nous  obtenons  la  ligne 


j    dx         ,    Oy         ,    dz         ,,     dx         ,,     dy         ,,     dz 

o,     dx- ^  dv-^  -\-  dz — »      d^x- ^  d^y -^ -^  d^z-r--* 

dv  ^  Ov  Ov  dv  '^  dv  dv 

L'équation  (3)  s'écrit  donc,  à  un  facteur  près, 


(3  6w) 


dx 


d*x 


o 


o 


dx  — 
du 

,    dx 

dx  -r- 

dv 


dy-~--\-dz-- 
•^  du  du 


d*x  - — h... 
du 


d^x 


dx 
dv 


=  o. 


ce   qui  donne  fmalement,  pour  l'équation  cherchée,  le    mineur 
encîidré,  égalé  à  zéro. 

Or,  rappelons-nous  les  notations  du  Tome  1  (n**  412)  : 


E 


= (ë)'-  fê)" 


'%)' 


dx  dx 
du  dv 


dy  dy 
du  dv 


F  =  —  zr.H_':z.:^H-ir.ri 


dz  dz 
du  dv  ' 


-(i)"-( 


dv  J 


m-' 


nous  pouvons  écrire  (3  6/^),  en  remplaçant  rfjc,   . .  .,  rf^jr,   .  . 
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par  leurs  valeurs  (2), 


\du  ou^ /  \du  ouâv/ 

¥du  -^Gdi^  Fd^U-r  Gd*'V  H-  di^^  (^  ^]  -h2dudv  (^  ^^) 

ôv  ou  ov  I 


du  àv^l 


\< 


CI  rr 


\àv    OV^  I 


\  ( 


du'^ 


\dv   àu^J 


,      .  /dx  d^x\  ,  ôx  d^x       ôyâ^y 

en  écrivant  (  -^ — --;  )  pour  la  somme  - — r-i  -»-  -r-  t^ 

\ou  Ou^J  ^  Ou  Ou^       Ou  Ou^ 


âz  d^z 


Or,  on  a  évidemment 


(dx  d^x\  _  I 
du  du'^l  ~~  '2 


I   ^ 
du 


dx    d^x  \  ^  \  dE 
du  dudif  /  ~~  2  dv 


/  dx    d^x 


dx  d^\  _  '>F_  /dx    d^x  \  _  àF  _  làG 

du  dv*  J  ~~  di>         \dç  dudy^J        dif         -t.   du^         '"* 


/  dx  d^x 


ce  qui  donne,  pour  équation  finale, 

r   dV  dK 

Kdu  -r-Fdv         Ed^u-i-  Fd'v-^ -^du^-h  -- du  di^ 

•À  du  Ov 

F  du  -h  Gdi^        Fd*u-\-  Gd'V  -] —  di^^  -t  —-  du  dv 

i    d\?  Ou 


Ov       7.  du  ) 


/d¥ 


/dF 
[du 


2     Oç/ 


303.  Telle  est  ^équation  différentielle  des  lignes  géode- 
siques;  pour  la  mettre  sous  la  forme  ordinaire,  on  peut  prendre  u 
pour  variable  indépendante  et  \f  pour  fonction  inconnue,  ce  qui 
donne  d^u  =  o.  Il  vient  ainsi,  en  divisant  la  première  colonne  par 

duj  la  seconde  par  du^^  et  posant  -3-  ==  r',  -^  =  v^ ^ 


(4) 


Eh-Fp' 
F-hGy' 


Fp" 


1  du 


dE 
0\> 


c^_  11  dG\ 
dv        -2  du) 


f* 


o  ,      i  dG   ,^      dG    ,       /dF       I  dE\ 
'1  Ov  Ou  \0u       '?.   Os?  I 


=  o. 


Développons  :  le  terme  en  i^V  disparaît,  et  il  reste  une  équa- 
tion du  type 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  de  forme  connue  de  a,  v  (comme 
les  E,  F,  G).  C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre, 
d^où  il  faudrait  tirer  la  fonction  inconnue  v.  On  ne  sait  pas  l'inté- 
grer en  général,  mais  elle  a  donné  lieu  à  de  nombreux  et  impor- 
tants travaux,  surtout  dans  des  cas  particuliers. 
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Observons  seulement  ici  que  son  intégrale  générale  coiilienl 
deux  conslanles  arbitraires,  c'est-à-dire  qu*il  j  a,  sur  une  sur- 
face, une  double  infinité  de  lignes  géodésiques. 

306.  Si  la  surface  est  donnée  sous  la  fornuî  z  =y*(jr,y),  on  ob- 
tiendra Téqualion  diil'érentielle  des  géodésiques  en  faisant,  dans  (j), 
«  =  j:,    r=j',    E:=i-4-/?2,     F  =  pq,    G  ^^  i  4- <7^    (Tome    I, 

u"  414),  p  et  q  désignant  -p  et  -— •  H  sera  plus  simple  de  partir 

directement  de  Téquation  (3)  : 

A    dx    d^  X 

B     dy    d^y     ^  o, 
C     dz     d^  z 

où  Ton  fera  \  =  p;  B:=<jr,  C  =  —  i,  valeurs  des  coefficients  du 
plan  langent,  et 

dz  =  p  dx  -h  q  dyy 
d^  z  =  r  dx^  -h  is  dx  dy  -h  t  dy^  -{-  p  d^x  —  q  d^y, 

suivant  les  notations  habituelles.  Si  Ton  prend  x  comme  variable 
indépendante  sur  la  géodésique,  on  a  d'^x  =  o,  et  il  reste 

p  dx  o 

0=7  (/y  d^y 

I  — i         pdx~\-qdy         rdx^-r-'isdxily-\-tdy^-rqd'y 


Multipliant  la  première  ligne  par  — /?,  la  seconde  par 
ajoutant  à  la  troisième,  on  obtient  Téquation  équivalente 


7,  cl 


o  = 


p  dx  o 

q  dy  d*y 

—  I  — /?*  —  y*      o      r  dx^ -h  'is  dx  dy  -f-  l  dy* 


ou 


.«)  S<-^-«-h"£-'(g)'](''g-»)->. 

équation  dilTérentielle  du  second  ordre  où  l'inconnue  est^,  et  qui 
est  du  même  type  que  l'équation  générale  (5). 

Si  la  surface  donnée  est  un  plan,  z  =  ax  4-  by  +  c,  les  quan- 
tités r,  5,  t  sont  nulles;  p  =  a^  q  =1  b;  et  l'équation  (6)  se  réduit 
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à  ^^  ==  o,  d'où  j^  =  C x -h- C.  Les  géodésiques  d'un  plan  sont 
donc  les  droites  de  ce  plan,  résultat  évident  a  priori, 

307.  Remarque.  —  L'équation  différentielle  {\)  ne  dépend  que 
des  coefficients  E,  F,  G  du  carré  de  l'élément  linéaire  ds^  sur  la 
surface  proposée:  à  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  E,  F,  G 
sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  à  l^ ensemble  des  surfaces  appli- 
cables les  unes  sur  les  autres  (Tome  1,  n°  -4oo),  correspond  donc 
la  même  équation  différentielle  des  géodésiques.  Ce  point  était 
évident  a  priori:  supposons  en  effet  ces  surfaces  déterminées  para- 
métriquement  en  fonction  de  deux  paramètres  w,  t^,  de  manière 
que  E,  F,  G  soient  les  mêmes  |>our  toutes  (ibid,);  les  courbes  dé- 
finies sur  chacune  d'elles  par  une  même  équation  'f{Uj  v)^=:o 
s'appliqueront  les  unes  sur  les  autres,  et  réciproquement  :  les  géo- 
désiques qui',  évidemment,  s'appliquent  les  unes  sur  les  autres, 
en  raison  de  leur  propriété  de  plus  courte  distance,  auront  donc 
la  même  équation  générale,  et,  par  suite,  la  même  équation  diffé- 
rentielle. 

308.  Cas  particulier.  —  Si  le  ds'*-  sur  une  surface  est  donné 
sous  la  forme 

(7)  ds^=du^-hGdi^^, 

c'est-à-dire  si  E  =  i ,  F  =  o,  l'équation  différentielle  (4)  des  géodé- 
siques devient 


À  ou 
i  Gv         Gv"-^  -  ^—  v^-^  ~—  v' 

•2    Oif  OU 


O, 


et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution  particulière  i^'=o, 
c'est-à-dire  p  =  const.  En  d'autres  termes,  les  courbes,  en  nombre 
simplement  infini,  p  =  const.,  sont  des  géodésiques  :  ce  ne  sont  pas 
d'ailleurs  toutes  les  géodésiques,  celles-ci  étant  en  nombre  dou- 
blement infini,  puisque  leur  équation  générale  contient  (n"  30o) 
deux  constantes  arbitraires.  Quant  aux  courbes  i^  =  const.,  ce 
sont,  puisque  F  est  nul,  (Tome  I,  n**  415),  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  famille  de  géodésiques  (^  ==  const. 
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309.  Propriétés  des  géodésiques.  —  La  proposilion  réciproque 
de  celle  remarque  conduil  à  des  propriétés  des  géodésiques  tout 
à  fait  analogues  à  celles  des  droites  dans  le  plan. 

Considérons,  en  eflfet,  une  famille  réelle,  simplement  infinie, 

de  géodésiques,  et  prenons  ces  lignes  pour  lignes  coordonnées 

d'une  série,  (^  =  consl.  ;  prenons  leurs  trajecloires  orthogonales 

pour  lignes  coordonnées  de  Taulre  série,  i^  =  const;  je  dis  que 

ds'^  pourra  être  ramené  à  la  forme  (j).    On  a,  d'abord,  sur  la 

surface, 

ds^=Edu*-hGdv^, 

car  F  esl  nul  à  cause  de  rorlhogonalité  des  lignes  u  =  C,  v  =.  G, 

Il  faut  maintenant  que  Féquation  diflerentielle  (4)  des  gëodé- 

siques  soit  vérifiée  pour  r  =  const.;  nous  avons  ainsi,  en  y  faisant 

V'z=:  i'"=U  et  F  =  o, 


()  — 


w-% 

1  dE 

E 

i  au 

I  , 

.àE 

I  ÔE 

— J 

•2 

4                         • 

o 

1  dv 

clou  —  =o     (i), 


quels  que  soient  u  et  la  constante  c,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
u  et  v;  E  est  donc  une  fonction  de  //  seul,  que  je  désignerai 
par /'»(«). 

Par  suite,  on  peut  écrire  ds- 

ds^=f*(u)dir'^Gdv^\ 
si  maintenant  on  pose 

/(M)=U, 

Cl  si  Ton  prend  pour  variable  U  à  la  place  de  w,  il  vient 

ds''=dV^-i-G{{J,i^)dv^, 

expression  de  la  forme  {'j). 

Ccsl  la  réciprocjue  qu*il  s'agissait  d'établir.  On  en  déduîl  des 
conséquences  intéressantes. 

Les  lignes  U  =  const.  sonr,  puisque  U  =/(«/),  les  mêmes  que 


(')  Car,  si  E  était  nul,  on  aurait,  sur  les  géodésiques  p  =  const.  considérées, 
cls'---  M  du-—  o,  c'est-à-dire  que  Tare  de  ces  géodésiques  serait  nul  :  c'est  impos- 
sible puisqu'elles  sont  réelles. 
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les  lignes  u  =  const.,  c'esl-à-dire  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  géodésiqiies  r=const.  considérées;  l'arc  iniiuiment  petit 
compris  sur  une  de  ces  géodésiques  entre  les  deux  courbes  U 
et  U  -H  d\]  sera  donné  par  Téq nation 

di  ^  \/d\}^-^Odv-, 

où  l'on  feraûfi'==o,  puisqu'on  se  déplace  sur  une  courbe  t'  =  const.; 

c'est-à-dire 

ds  =  dl]. 

On  en  conclut,  pour  Tare  fini,  s^  compris  sur  la  géodésique 
i'  =  const.,  entre  les  deux  lignes  fixes  U  =  U|  et  L  =:  Lo, 

Cet  arc,  U|  —  Uo,  est  donc  constant,  quelle  que  soit  la  géo- 
désique \?  =  const.  considérée;  c'est-à-dire  {Jig*  82)  que  les  arcs 
AB,  A'B',  A"B",  . . .,  interceptés,  sur  les  géodésiques  d'une  famille 

Fis.  8». 


simplement  infinie  quelconque,  par  deux  mêmes  trajectoires  ortho- 
gonales de  ces  courbes,  sont  égaux  entre  eux.  C'est  la  générali- 
sation d'une  propriété  connue  des  tangentes  à  une  courbe  plane  et 
de  leurs  trajectoires  orthogonales  (Tome  I,  n°  82). 

En  particulier,  si  les  géodésiques  considérées  passent  par  un 
même  point,  une  de  leurs  trajectoires  orthogonales  sera  un  cercle 
de  raj^on  infiniment  petit  a^ant  ce  point  pour  centre,  d'où  cette 
conclusion  : 

Sur  toutes  les  géodésiques  qui  passent  par  un  même  point  A  ^ 
les  arcs  compris  entre  le  point  A  et  une  trajectoire  orthogonale 
II.  -  II.  2  > 
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quelconque  (B,  B',  B")  de  ces  géodésiques  ont  la  même  lon- 
gueur (*);  ou  encore  ;  Si,  à  partir  du  point  A,  on  porte,  sur 
toutes  les  géodésiques  passant  par  ce  point,  une  même  lon^ 


Fig.  83. 


gueur,  le  lieu  des  extrémités,  B,  B\  B'',  ..,,  des  arcs  obtenus 
est  une  trajectoire  orthogonale  des  géodésiques  considérées. 

On  reconnaît  là  une  proprlélë  des  droites  issues  d'un  point 
dans  un  plan;  on  endéduir,  pour  les  géodésiques,  de  nombreuses 
propriétés  dont  nous  citerons  la  suivante  : 

Si  les  géodésiques  qui  joignent  deux  points  Jîxes,  A  et  B, 
à  un  point  M,  variable  sur  une  courbe,  font  des  angles  éganjc 
aK'ec  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  la  somme  (ou  la  différence) 
des  arcs  géodésiques  MA  et  MB  est  constante. 

La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  ([u'on  a 
donnée,  au  n**  82  du  Tome  I,  pour  le  théorème  de  Cliasles  sur  les 
arcs  d'ellipse;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  rétablir. 


Exemples  de  lignes  géodésiques, 

310.  Cylindres.  —  Prenons  Taxe  des  y  parallèle  aux  généra 
Irices;  le  cylindre  a  pour  équation 

z  —  f(.r), 


(»)  De  môme:  5/,  entre  deux  points  A  ei  B,  on  peut  mener  une  infinité  de 
géodésiques  y  les  arcs  compris  sur  chacune  d'elles  entre  les  deux  points  offi 
même  longueur.  Exemple  :  les  méridiens  d'une  sphère. 
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d'où 

P=fi^)\        (/  =  o;         r=/'(a7);        5  =  ^  =  0. 

L'éqiialion  difTérentielle  (6)  des  géodésiques  est  donc  ici  : 

équation  où  j^  ne  figure  pas,  et  qu'on  intègre  immédiatement  en 
l'écrivant 

y     i-+-/n^)' 


d'où 


logy-=^log(i-f-/'=)-f-IogC; 


(8)  y=G^i-^/«; 

Telle  est  l'équation  des  géodésiques,  en  projection  sur  le  plan 
des  xy* 

L'équation  (8)  conduit  à  une  propriété  géométrique  de  ces 
lignes.  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  une  géodésique 
sont  proportionnels  à  dx^  dy^  dz^  c'est-à-dire,  en  vertu  de  (8)  et 

de   Téquation   z=:f{x)  de  la   surface,  à    i,   Cy/i -}-/'*,  /';    le 
cosinus  de  l'angle  de  celte  tangente  avec  l'axe  des^i'  est 


il  est  donc  constant  le  long  d'une  même  géodésique.  Chaque 
géodésique  coupe  ainsi  toutes  les  génératrices  du  cylindre 
sous  un  angle  constant  :  les  géodésiques  sont  donc  les  hélices 
tracées  sur  le  cylindre  (Tome  I,  n**  407). 

Ces  propriétés  sont  évidentes  a  priori:  il  suffit  d'observer  que, 
dans  le  développement  du  cjlin'lre  sur  un  plan,  les  géodésiques 
deviennent  des  droites,  et  les  génératrices  des  droites  parallèles 
entre  elles. 

311.  Surfaces  de  révolution.  --  Oz  étant  l'axe  de  révolution, 
on  définit  la  surface  (Tome  I,  n°  416)  par  les  relations  paramé* 

triques 

^  =  /'COS(o;        y  =  rs'inbi;        z  =  o(r)\ 
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la  méridienne,  dans  le  plan  zOx^  est  z=  'f  (x),   et  l'on  a  {ibid.y 

E  =  i-f-f«(/-);        F  =  o;        G  =  /'«. 

L'équation  différenlielle  (4),  si  l'on  écrit  r  et  w  au  lieu  de    u 
et  i^j  est  ici 


=  o, 


ou,  après  développement, 


(O 


/•(i  H-  o'*)-h  'ibi'(i  -hç'*)  —  ro/o'cp'-h  r*a)''  =  o. 


L'inconnue  co  manque,  et  Ton  a  ainsi  une  équation  de  Bernoiilli 

Fig.  84. 


par   rapport  à   l'inconnue   co'.    Ou    posera   donc   pour   intégrer 

(n"2o7) 


co 


^=6: 


d'où 


d(i 


•1     ^         '    '  cir  •  •    *  ' 


équation  linéaire  en  9  qui  s'inlègre  sans  difficulté  ('),  el   donne 

,         ,.î(Crî— i) 


0    c'est-à-dire 


co 


'*         i-4-cp'«(r)  ' 


('.  désignant  la  constante  arbitraire. 


(■)  On  pose  pour  cela,  selon  la  méthode  générale,  0  =  UV,  et  Ton  annule  le 
coefficient  de  U,  ce  qui  donne 

__  \    \'/-(i-f-  ^'-)  -\-y['i  +  2»''—  /•?'?")  =  0, 

4 
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Écrivons   mainlenanl  -z-    à   la   place   de   w',   et  séparons  les 
variables, 


(9)  '^^=-\/^r^' 

nous   obtenons   iinalement,  par  une  quadrature,  l'équation   des 
{;éodésiques  sous  la  forme 

Diaprés  la  signification  géométrique  de  r  et  co,  cette  relation 
est  Téqualion,  en  coordonnées  polaires,  des  lignes  géodésiques 
projetées  sur  le  plan  des  xy. 

Ainsi  :  la  détermination  des  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution  se  ramène  à  une  quadrature. 

L^équation  (lo)  monlre  que,  pour  une  géodésique  réelle,  la 
constante  C  est  nécessairement  positive. 

312.  Interprétation  géométrique.  —  La  relation  (9),  qui  est  ce 
qu'on  appelle  une  intégrale  première  de  Téqualion  différentielle 
des  lignes  géodésiques  fvoir  le  Chapitre  suivant,  n°  329),  peut 
s'écrire 


cl 


-  VU'r(n-'f'2)  =  r' 


Par  siiile 


d'où 


et 


dVù 


V  = 


/•* 


I  -h  9'' 


-   — ^,  r(i  -h  9'»)  U'  =  r\         ou  U'  =  -^ , 


Finalemcni 


U=--,  -+-C. 
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ds^  désignant  le  carré  de  réiément  d'arc  sur  la  surface  de  révolu- 
tion (Tome  I,  n**  416). 
On  a  ainsi  Téquation 

(n)  f/s  — /Cr*  f/u), 

vérifiée  le  long  d'une  géodésique. 

Or,  soient  M(/',  co)  un  point  d'une  géodésique,  M' le  poinl  infi- 
niment voisin  (/■  -\-  dr^  co  -|-  rfco)  sur  celle  ligne.  Menons  {Jig^  85) 

Fig.  85. 


le  méridien  M'P  qui  passe  par  M',  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec 
le  parallèle  du  point  M;  on  a 


OM  =  r,         POM  =  rfw,        aMP  =  r  ^tu. 
L'équalion  (i  i)  s'écrit  alors 

MM'=v/Gr5ÏP 

ou 

f  MF 

i  désignant  l'angle  PiMM',    sous  lequel  la  géodésique   coupe    le 
parallèle.  On  a  donc,  tout  le  long  d'une  même  géodésique, 

r  cosi  =  const., 
ce  qui  s'énonce  ainsi  : 

Soit  i  V angle  sous  lequel  une  géodésique  fixe  coupe  le  paral- 
lèle variable  de  rayon  r;  le  produit  r  cosi  est  constant  le  long' 
de  la  géodésique.  (Clairaul.) 
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Géodes fq lies  de  l' ellipsoïde. 

313.   Coordonnées  elliptiques.    —   Nous  avons    vu    (Tome   1, 
n"    417)  qu'on    peut  représenter  ]>aramétriquement   Tellipsoïde 

-—  -f-  Vt  H-  -7  =  I  par  les  équations 


(E) 


—  u){  c'  —  t'  )    . 


)(c2— 62) 


les  lignes  /^  =  consl.  et  r=const.  sont  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure.  Les  seconds  membres  ne  changent  pas  quand 
on  permute  h  etc^;  on  a  donc  le  droit  de  supposeriez/,  et  l'on 
en  conclut  aisément,  en  supposant  a"^  b"^  c^  que  les  points  réels 
de  Tcllipsoïde  sont  obtenus  en  donnant  à  r  et  u  des  valeurs  res- 
pectivement comprises  entre  c-  et  6^,  et  entre  b^  et  a^.  On  ne 
peul  donc  avoir  u  =  r,  pour  un  point  réel,  que  si  ii  =  v  =  h^;  les 
points  correspondants  de  l'ellipsoïde  sont  alors  les  quatre  ombi- 
lics réels  ('). 

Le  ds'  sur  l'ellipsoïde  (E)  a  pour  expression 

s  —  ("  —  ^)  [  j(a«—  u)  (62—  u)  (c*—  u)  "^  4(as— >)(6»—  v)  (v  —  c')\  ' 

314.  Étude  d'un  cas  plus  général.  —  Ce  ds^  est  compris,  comme 
cas  particulier,  dans  la  formule 

(i)  ds*  r=(u  —  v){V^  du*-h\^  dv*), 

où  II  et  r  sont  toujours  les  paramètres  qui  déterminent  un  point 
de  la  surface,  U  une  fonction  de  u  seul,  V  une  fonction  de  i'  seul. 
On  peut  écrire  identiquement,  en  désignant  par  X  une  constante 
arbitraire, 

ds*-  =  [(v/7r=â)*_H  (/r:^)*]  [(U  duy'-\-  (V  rfp)2], 


(  <  )  Car  les  radicaux,  dans  (E),  comportent  1c  double  signe. 
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d'où,  en  vertu  de  ridenlîté  classique  de  Lagrange, 
ds^  =  [ v/ir=rx  Vdu-h  /5r^^  V  rfp]*-H  [^/7=â  V  dv  -  ^/r^^  U  duY . 
Posons  maiiUeDant 

l    /a  —  À  {]  du-h  /À  —  V  V  dv  =  du\ 

(?)  \  \dv  \]du 

I  ,  —     — ==      =  (li^ , 

(  ^l  —  v  /m  -  X 

ce  qui  est  possible,  les  deux  premiers  membres  étant  évidemment 
des  différentielles  exactes,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  U  et  V  ; 
il  vient  ainsi 

(3)  ds^=  dii'^-ir{u  —  X)  (X  —  v)dv'^  =  du'*-h  G(m',  v')di^'i, 

formule  qui  montre  (n°  308)  que  les  courbes  i'»'=const.  sont 

des  géodésiques.  D'après  (2),  Toquation  de  ces  courbes,  en  f/elr, 

est 

r    Vdv  r     Vdu 

et,  comme  X  est  arbitraire,  celte  relation,  qui  contient  deux  con- 
stantes arbitraires,  est  l'équation  générale  des  géodésiques  sur  la 
surface  considérée. 

Remarques,  —  Appelons  géodésiques  de  la  famille  Xq,  ou 
géodésiques  Xq,  celles  qui  correspondent  à  la  valeur  a©  de  la  con- 
stante A.  Elles  sont  en  nombre  simplement  infini,  et  Ton  a,  le  long 
de  chacune  d'elles,  en  différentiant  (4), 

V  ^t'  U  du 

V  Ao —  v         \u  —  Ao 

Soit  i  l'angle  que  fait  l'une  de  ces  courbes,  MP  {Jig*  86),  au 
point  M(m,  p),  avec  la  ligne  coordonnée  s^  =  const.  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  aisé  de  le  calculer.  Figurons,  en  effet,  les  quatre 
lignes  coordonnées  qui  passent  respectivement  par  les  points  infi- 
niment voisins,  M  et  P,  de  la  géodésique  proposée,  c'est-à-dîre 
qui  répondent  aux  valeurs  w,  u  -}-  du\  ç»,  v  -\-dv  des  paramètres  u 
et  r  :  elles  déterminent  un  rectangle  infiniment  petit,  MNPQ,  car, 
le  terme  en  dudv  manquant  dans  l'expression  (i)  de  ds^^  les 
lignes  coordonnées  //  =  const.  et  r  =  const.  sont  rectangulaires. 
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On  a 
et,  en  faisant  dans  cette  relation  dv  =  o, 
d'où 


MN  U*<fw«  U» 

cos'i  = 


Remplaçons  maintenant  (  ^-  )  par  sa  valeur  tirée  de  (5),  nous 
trouvons 

(6)  cosn-=^^-I^% 

U  —  V 

ce  qui  s'écrit 

C'est  là  une  relation  vérifiée  en  tout  point  d'une  géodésique  de 
la  famille  \q  ;  i  est  l'angle  sous  lequel  cette  géodésique  coupe,  au 
point  (w,r),  la  ligne  coordonnée  r  =  const.  qui  passe  par  ce 
point.  La  relation  (7)  équivaut  évidemment  à  l'équation  différen- 

Fig.  86. 


v-hdu 


v^-t-diù 


tielle  (5)  qui  a  servi  à  la  former,  et  qui  peut,  inversement,  en  être 
déduite  :  elle  caractérise  donc  les  géodésiques  X©. 
Je  dis  que  : 

Les  géodésiques  X^  touchent  la  ligne  coordonnée  ç'=:)vq,  et 
réciproquement. 

Car  soit  (w,  Àq)  un  point  de  cette  ligne;  pour  les  géodésiques  \q 
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qui  y  passent,  on  a,  en  faisant  i^  =  X©  dans  («j), 

ce  qui  donne  /=:o  :  lesgéodésiques)vo  touchent  donc  la  ligne  r=  A© 
aux  points  où  elles  la  rencontrent.  RécîproquemenI,  si  une  géodé- 
sique  de  la  famille  X  touche  en  (u^\q)  la  courbe  r  =  A^,  l'équa- 
ûon  (7), 

H  sin- i  -{-V  ces*  i  =  a, 

doit  ôlre  vérifiée  pour  /  =  o,  r  =:.  Ao»  ce  qui  donne 

A  =  Aq, 

et,  par  suite,  la  gëodésique  considérée  appartient  à  la  famille  X^,- 
On  démontrerait  de  même  que  les  géodésiques  Ao  touchent  aussi 
la  ligne  u  =  ).o,  et  réciproquement. 

315.  Application  à  l'ellipsoïde.   —  Le  ds^  de  rellipsoïdc    est 
(n"  313)  du  type  (  1)  ;  on  a  dans  ce  cas 


(8) 


r      /  u 


V 


7.  V    (a« 


j..    .    / 


de  sorte  que  Téquation  générale  (4)  des  géodésiques  s'écrit 


/ 


i'  di' 


i  ,  r  "  «  w 

f  ±  /  - —  —    -    =  consi. 

l       J     \/u{a^^  u)(^ù-—  u){c^—  u){u  —  A) 

Les  intégrales  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  sonl  liyperellip- 
tiques. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  d'intéressantes  propriétés  géomé- 
triques. Présentons  d'abord  quelques  remarques. 

1°  Par  un  point  M(//,  v)  de  rdlipsoïde  il  passe  en  général  deux 
géodésiques  d'une  famille  donnée  Xq. 

En  effet,  l'équation  (5),  qui  donne  la  direction  --r-  de  la  tangente 
en  («,  t')  aux  géodésiques  Xq  passant  par  ce  point,  s'écril,  après 
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substilulîon  à  U  el  V  de  leurs  valeurs, 


\dû)    "  V  (a-—  u)(b^^  u){c^—  u){u  —  \^ 


d'où  deux  direclions  de  tangente  el,  par  suite,  deux  géode- 
siques  (*  ). 

2'*  Les  deux  géodésîques  Xq  qui  passent  par  un  point  sont  cga- 
lennent  inclinées  sur  les  deux  lignes  de  courbure  en  ce  point. 

Car  les  lignes  de  courbure  sont  (n°  313)  les  lignes  coordonnées 

u  =  const.,         r  —  const., 

et  l'équation  (6)  donne  pour  cos/  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 

3"  Les  géodésiqucs  )vo  touchent  la  ligne  de  courbure  r  =  ).oj  et 
réciproquement. 

C'est  une  conséquence  d'une  remarque  générale  précédente  (-). 

Géodésiques  passant  par  un  ombilic.  —  Les  quatre  ombilics 
réels  ont  (n°  313)  pour  coordonnées  u  =^  r  -—  b^  ;  or  l'équation  (7), 

M  sin*  i-\-  V  ces*  i  =  Xq, 
devient,  si  le  point  //,  v  est  un  ombilic, 

ce  qui  prouve  que  toute  géodésique  passant  par  un  ombilic  est 
de  la  famille  b^. 

Soit  alors  M  un  point  quclconf|uc  de  lellipsoïde;  joignons-le 
aux  quatre  ombilics  réels  A,  B,  G,  D  par  les  géodésiques  (//^'.  8-) 
MA,  MB,  MC,  MD  :  ces  quatre  lignes  sont  de  la  famille  6^.  Comme 
il  ne  passe  par  un  point  M  que  deux  géodésiques  d'une  famille  A, 


(  *  )  Le  lecteur  admettra  sans  peine  que,  sur  reliipsoïde,  il  n*y  a  en  général 
qu'uQC  ligne  géodésique  passant  par  deux  points  donnés,  parce  qu'un  ne  peut 
tendre,  sur  la  surface,  en  Ire  les  deux  points,  qu'un  seul  fil.  De  même  il  n'y  a 
qu'une  géodésique  partant  d'un  point  donné  dans  une  direction  donnée. 

(')  Elles  touchent  également  la  ligne  de  courbure  u  =\  (  n"  314).  Mais,  pour 
obtenir  des  points  réels  sur  Tellipsoïde,  nous  savons  (n*  313)  qu'il  faut  faire 
varier  v  de  c-  k  fr^,  et  u  de  b^  k  a'.  Par  suite,  selon  que  X,  sera  compris  entre  c- 
el  à^  ou  entre  b^  et  a',  les  géodésiques  \  toucheront  la  ligne  de  courbure  réelle 
i^  =  X0  ou  la  ligne  de  courbure  réelle  u  =  \, 
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les  gëodësiques  MC  et  M D  sont  nécessairement  le  prolongement 
des  géodésiqucs  BM  et  AM.  En  d'autres  termes  : 

Toute,  géodésique  qui  part  d'un  ombilic  réel  va  à  V ombilic 
opposé. 

Corollaire  /.  —  D'après  cela,  il  y  a  une  infinité  simple  de  géo- 
désiqucs allant  d'un  ombilic  à  l'ombilic  opposé;  toutes  ces  géodé- 
siqucs ont  la  même  longueur  (n''  309,  Note). 

Corollaire  IL  —  Les  géodésiqucs  MA  et  MB,  étant  de  la  même 

Fig.  87. 


famille,  6*,  sont  également  inclinées  en  M  sur  les  lignes  de  cour- 
bure; donc  (n**309)  : 

Si  un  point  M  décrit  une  ligne  de  courbure,  la  somme  ou  !<i 
différence  des  arcs  géodésiqucs  qui  le  joignent  à  deux  ombilics 
non  opposés  est  constante. 

Sous  une  autre  forme  : 

Si  un  fil  de.  longueur  constante  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  ombilics  non  opposés  de  r  ellipsoïde,  et  si  on  le  maintient 
tendu  sur  V ellipsoïde  par  une  pointe  de  crayon,  cette  pointe 
trace  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 
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CHAPITRE  III. 

SYSTÈMES   D'ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS;  THÉORÈME  DE  CAUCHT. 


316.  Définition.  —  On  nomme  système  de  n  équalions  différen- 
tielles à  n  inconnues,  fonctions  d\ine  seule  variable  .r,  un  sys- 
tème de  n  équations  entre  x^  les  n  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées. 

L'intégration  d'un  tel  système  peut  se  ramener  à  celle  d'une 
seule  équation.  Soit,  par  exemple,  (n  =  2),  le  système 

-  /  iiy  dP\y         dz  dnxz\ 

Pour  éliminer  j/-,  dérivons  p^  fois  Téquation  (i)  par  rapport  à  x, 
etp^  fois  l'équation  (a);  nous  obtenons  ainsi,  en  tout,  pi  -{-po-^-  'i 
équations,  contenant  les  inconnues  j^,  z  et  leurs  dérivées,  jusquVi 
Tordre  pi  H-/?2,  pour  y,  et  M  pour  5,  M  étant  le  plus  grand  des 
nombres  pi+Qx   et/?iH-y.2.  Entre  ces  /?i -f-/>j-f- 2  équations, 

,,.      .  ,  ,         .  .  dy     d^y  dPx^P*y 

éliminons  les  /?,+y?,4-i    inconnues  y,  ^,  ^,  ...,  -5-^; 

le  résultat  est  une  équation  différentielle  en  z^  d'ordre  M.  Celle-ci 
une  fois  intégrée,  z  et  ses  dérivées  sont  connues,  et  les  équations 
entre  lesquelles  on  vient  de  faire  l'élimination  (moins  une),  résolues 
par  rapport  k  y  el  k  ses  dérivées,  feront  connaître  ces  quantités  : 
on  obtiendra  donc  j^  sans  nouvelle  intégration. 

Ces  résultats  s'étendent  évidemment  à  un  système  de  n  équa- 
tions à  n  inconnues. 

317.  Forme  canonique.  —  On  peut  ramener  un  système  à  un 
autre,  contenant  plus  d'inconnues,  mais  ne  renfermant  que  des 
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dérivées  du  premier  ordre.  Soit,  par  exemple ,  le  système 


O) 


l      ./  dy  dPy  dz  diz\ 

\  A^» ^'  .71^'  •  •  •'  dxp  '  ^''  777'  •  •  •'  ^;  =  ^' 

j  /  dry  d'z\   _ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  /?  >  r  et  ^  <  5;  prenons  pour 
inconnues  auxiliaires  les  suivantes  : 


dx      ^   ' 

dy'        „ 

dx      -^  ' 

dz 

dz' 

dx"^' 

rfx    ^' 

nous  aurons 

.  .  . , 


dx       "^ 


dx 


—  ^^S—\)' 


vl 


d^z 
dx^ 

dz^^-^^ 
"      dx 

dPy 
dxP 

dyP'i) 
dx 

de  sorte  que  les  équations  (3)  et  (4)  formeront  un  système  de 
p -i- s  équalions,  entre  les  p -h  s  inconnues  y^  y',  ...,  j^^^~'^ 
Z'^  z' ^  ...,  Z'^~^\  oiï  n'inlervienneni,  avec  ces  inconnues,  que  leurs 
dérivées  premières. 

Soit  donc,  d^ine  manière  générale, 

un  système  de  n  équations  entre  la  variable  x,  n  fonctions  incon- 
nues j',  z^  f(^  . . .,  et  leurs  dérivées  premières.  Résolvons-les  par 

,  ,  .    ,       f/y     dz  t  y  f 

rapport  aux  n  dérivées  ^-»  -j-t  •••,  nous  aurons  le  système,  dit 

canonique, 


Si  la  résolution  de  (5)  par  rapport  aux  dérivées  est  impossible, 

c'est-à-dire  si,  des  équations  (5),  on  ne  peut  tirer  -j-  >  par  exemple, 

en  fonction  de  .r,  y  y  z,  u,  .  . .,  c'est  qu'en  éliminant  entre  ces 
équations  les  (//  —  i)  autres  dérivées,  on  arrive  à  une  équation  ne 
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dz 
contenant  pas  --^j  et  qui,  par  suite,  est  de  la  forme 

(6)  <l>(r, /,  z,  M,  . . .)  =  o. 

Elle   pourra  remplacer  une  des   équations   (5),    par  exemple 

Jn=  o.  On  tirera  de  (6)  une  des  inconnues  en  fonction  des  autres 
et  de  Xy 

d'où 

cfy        , ,        .,  dz        ,  ,  du 

Substituant  ces  valeurs  dansy*!,/!»,  ...,//,«!,  on  aura  un  nou- 
veau s)^stème  k  n  —  i  inconnues,  z,  w,  ...  ne  renfermant  que  les 
dérivées  premières.  Si  Ton  peut  en  tirer  ces  dérivées,  on  Taura 
réduit  à  la  forme  canonique;  sinon  on  le  ramènera  à  un  système 
•d  n  —  2  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs  une  équalion  du 
premier  ordre  à  une  inconnue  forme  un  système  canonique. 

On  peut  donc  toujours  ramener  un  système  d*équations  diffé- 
rentielles à  la  forme  canonique;  on  appelle  ordre  d'un  tel 
système  le  nombre  des  équations  qu'il  renferme,  c'est-à-dire  celui 
des  fonctions  inconnues. 

Remarque,  —  La  réduction  à  la  forme  canonique  n'a  qu'un 
avantage  purement  théorique;  elle  simplifîe  et  précise  les  raison- 
nements à  faire  sur  les  systèmes  d'équations  diflerentielles,  mais 
elle  est  généralement  inutile  pour  l'intégration  d'un  système. 


Théorème  de  Cauchy, 

318.  Gauchy  a  établi  un  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  solutions  d'un  système  canonique;  afin  de  pouvoir  exposer  ici 
la  démonstration  de  l'illustre  analyste,  nous  la  ferons  précéder  de 
quelques  propositions  sur  les  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables. 

319.  Définition.  —  Soity(iC,^')  une  fonction  continue  de  deux 
variables  imaginaires,  x  et  ^,  analytique  séparément  par  rapport 
à  J7  et  par  rapport  à  y.  Elle  sera  dite  fonction  holomorphe  de 
x^ly^  dans  les  régions  C|  du  plan  de  la  variable  x,  etC2  du  plan 
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de  la  variable  y,  si  elle  est  fonction  lioloroorphe  séparément  de 
wC  et  de  y^  dans  les  régions  G|  et  Co,  c'est-à-dire  si  /{^^yo) 
et  f{xQy  y)  sont  respectivement  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  G|,  et  de  y  dans  Ca^yo  cl  x^^  désignant  des  points,  quel- 
conques d'ailleurs,  de  Cj  et  C|. 

3^.  Expression  des  dérivées.  —  Supposons  que  C|  et  C^ 
soient  deux  cercles  de  centres  respectifs  a  et  6,  de  rayons  R|  et  Rn, 
et  que  /(^,  y)  soit  holomorphe  en  a:  et  y  dans  d  et  Ca ,  et  sur  les 
contours  de  ces  cercles.  Nous  savons  que,  si  ij{z)  est  fonction 
holomorphe  de  5  à  l'intérieur  d'un  contour  v,  et  sur  y,  l'expres- 
sion de  sa  dérivée  d'ordre  n  est  (n°  114) 

a  étant  intérieur  à  y.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonc- 
tion f{x,  b)  considérée  comme  fonction  de  jc,  le  contour  y  étant 
celui,  V,,  du  cercle  C|,  de  centre  a;  il  vient 

Or,  sur  la  circonférence  yi,  on  a 
et,  par  suite, 

De  même,  en  partant  de  la  fonction /(a,  y),  on  aurait 

On  reconnaît  sans  difficulté,  comme  au  n"  lit,  que  le  second 
membre  de  la  formule  (i)  est  une  fonction  de  b  dont  les  dérivées 
successives  s'obtiennent  en  appliquant  la  règle  ordinaire  de  déri- 
vation sous  le  signe  /  ;  on  a  donc,  en  dérivant/?  fois  par  rapport 
i\  b  les  deux  membres  de  (i). 


i)'t-^p  I  9. .  .n    r^^  ()f' 
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el,  en  remplaçaDt  sous  le  signe    /    la  dérivée  -r^  par  sa  valeur 
déduite  de  (q), 


/(a,b) 


M 


(  4^'HïKÎ        J,  *K  J 

cp  étant  regardé  comme  constant  dans  l'intégrale  en  6.  Il  est  clair 
que  le  second  membre  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  la  for- 
mule (3),  jointe  aux  formules  (i)  et  (2),  établit  Texistence  des 
dérivées  partielles  de  tous  ordres  de  la  fonction  f{oc^y)  au 
pointa,  b\  elle  donne  en  même  temps  l'expression  de  ces  dérivées. 

On  en  déduit  une  limite  supérieure  du  module  de  celles-ci. 

Soit  M  le  maximum  de  mody(x,y)  lorsque  x  ely  restent  sur 
les  contours  des  cercles  C|  et  Cj;  on  a  évidemment,  par  (3), 

,r    à"-^!*     ..      ,    I   ^  1.2. .  .n.  f  .•>,..  .0 

et,  a  fortiori,  si  K  est  le  plus  petit  des  rayons  R|  et  R-j, 

(5)  rnotl rr-/^^'»^)     <  ,T-r ^M- 

On  vérifie  de  même  que  mod  /(a,  b)  est  inférieur  à  M. 

« 

321.  Remarque.  —  Soil  la  fonction 

(' R-Ji'-^-ÏT-) 

je  dis  que  pour  r  =  a,  y  =  6,  ses  dérivées  partielles  en  x  et  y  sont 
supérieures  au  module  des  dérivées  homologues  de  y  (a:,  j^).  On 
a  en  effet 

ce  qui,  en  vertu  de  (5),  établit  la  proposition.  De  même,  F  (a,  6) 
est  supérieur  à  mod  f^a^b), 

322.  Théorème  de  Cauchy.  —  Considérons  maintenant  un  sys- 
H.  —  II.      *  23 


(lo) 
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tème  canonique,  de  deux  équations  par  exemple, 

et  soit  a,  b,  c  un  point  ordinaire  pour  les  fonctions  de  trois 
variables  ^ i  et  ^2,  c*est-à-dire  un  point  tel  que  fi  et  ^^  soient 
fonctions  holomorphes  de  x,  y^  z  tant  que  ces  variables  restent 
respectivement  dans  des  cercles  C,,  Co,  Cs  de  rayons  Rj,  Rj,  Rj, 
décrits  de  a,  6,  c  comme  centres,  ou  sur  les  circonférences  de 
ces  cercles.  Désignons  par  R  le  plus  petit  des  trois  rayons;  par  M 
le  maximum  des  modules  de  0|  et  cp^  sur  les  circonférences. 

Nous  allons  montrer  qu^'l  existe  des  fonctions,  y  et  js,  de  la 
variable  x^  jouissant  de  la  triple  propriété: 

i'^  De  satisfaire  aux  équations  différentielles  (8); 

2"  De  se  réduire  respectivement  à  6  et  c  pour  x  =  a\ 

3°  D'être  fonctions   holomorphes  de   x  quand  cette   variable 

resle  à  Tinlérieur  d'un  cercle  de  centre  a,  dont  le  ravon  maximum 

ne  peut  d'ailleurs  être  fixé  avec  précision. 

Cherchons  en  eHet  les  développements,  en  séries  de  Taylor 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  j?  —  a,  des  solu- 
tions^  et  z  précédentes,  si  elles  existent;  on  aura 

(  ^  =  c  -H  ( a?  —  a)z[i~\- , 

et  les  équations  (8)  donneront  les  valeurs  de  y'^^  ^'a'iXa'i  ^a"»  •  •  •» 
par  des  dérivations  successives: 

^'*   ~  da^  db  ^^^  de  ^'^                            '        da^  db^""  '    de    *' 
\  


On  aura  donc,  par  voie  de  récurrence,  yJJ'^  et  «^^  sous  la  forme 
4>,<  et  W,t  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  <pi(a,  fc,  c), 
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?2(^f  6,  c)  et  leurs  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  inclus: 
dans  ces  polynômes,  tous  les  coefficients  numériques  sont 
positifs,  car  les  seconds  membres,  dans  (lo),  ne  présentent  que 
des  signes  -|-. 

Je  dis  maintenant,  et  c'est  là  le  point  fondamental,  que  les 
séries  (9)  sont  convergentes,  au  moins  pour  des  valeurs  assez 
petites  de  mod(j:  —  a). 

Dans  ce  but,  considérons  avec  Cauchj,  en  gardant  les  notations 
indiquées  plus  haut,  le  système  canonique  auxiliaire 

^  _  1  1 1 

(' — K-)  (' — R-;  ('--R-j 

—  =  IVl  '  '  * 

dx 


(-^)(-^')(-^^) 


où  les  inconnues  Y  et  Z  sont  assujetties  à  être  égales  à  6  et  c 
pour  X  =  a,  et  qui  s'intègre  immédiatement.  Car  on  a 


dx  ~~  dx 
d'où 

(i3)  Y  -6  =  Z  — c; 

et,  en  portant  celle  valeur  de  Z  —  cdans  la  première  équation  (12), 
et  séparant  les  variables  Y  et  x^ 


-^') 


X  —  a 
I  — 


R 
Intégrons  : 

—  jM ^j   =— RMIogM— î^^j -4-const. 

R 
Pourx  =  a,  Y  doit  être  égal  à  b\  la  constante  est  donc  —  -r-?  et 

il  vient  enfln 

(i4)  Y-^.  =  Z-c  =  R[i-^i  +  3Mlog(i-î^)J. 

Les  points  critiques  des  fonctions  Y  —  b  et  Z  —  c  sont  (n**  100, 
Remarque^  ceux  qui  annulent  la  quantité  sous  le  signe  log  et  la 
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quantité  sous  le  signe  y/      ;  ils  sont  donc  donnés  par 

jrz:  a-^ï\;         ^  =  a-f-R(i  -  €-"»"). 

Le  second  point  est  plus  voisin  du  point  a  que  le  premier; 
donc  Y  —  b  et  Z  —  c  sont  fonctions  holomorphes  de  or  à  Tinté- 
rieur  du  cercle  C  décrit  de  a  comme  centre  avec  le  rajon  R'  : 


1 


R'=k(i  — e    **),        (R'<R); 

elles  sont  donc  développables,  dans  ce  cercle,  en  séries  de  ïaylor 
absolument  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  crois* 
santés  de  :r  —  a,  et  manquant  de  terme  constant,  puisque,  pour 
X  =  ay  on  ik\  — :  6  et  Z  =  c. 

Or,  cherchons  à  déterminer  directement  les  coefficients  de  ces 
deux  séries  en  partant  du  système  canonique  (12)  qu'elles  vérifient. 
En  écrivant 

f  Z  =  r  ^-(.r  — a)  Z; -+-.... 
nous  aurons  évidemment,  en  vertu  de  (1 1  j, 

(16)  y;/'=*„,      z'^'^=t,,, 

^n  et*^,,  étant  les  polynômes  (1 1),  où  Ton  a  remplacé  les  quan- 
tités Oi(a,  b,  c),  Oo  (^)  b^  c)  et  leurs  dérivées  partielles  par  les 
valeurs  des  seconds  membres  de  (12)  et  de  leurs  dérivées  par- 
tielles homologues,  au  point  «7,  6,  c.  Or,  d'après  la  Remarque  du 
n°  321,  ces  dernières  quantités  sont  supérieures  respectivement 
aux  modules  des  premières;  il  résulte  dès  lors  des  équations  (16), 
puisque  les  coefficients  numériques  des  polynômes  ^,1  et  W„  sont 
tous  positifs,  que  Ton  aura    ' 

Y<;'^  >  rnod^L«\        Zi;'>  >  mod  5 J'  . 

Donc,  puisque  les  séries  (i5)  convergent  absolument  dans  le 
cercle  C,  de  centre  a  et  de  rayon  R',  il  en  est  de  même,  a/oriiori, 
des  séries  (9);  celles-ci,  en  vertu  des  propriétés  des  séries  de 
puissances,  définissent  ainsi  deux  fonctions,  y  et  z,  qui  sont 
holomorphes  à  l'intérieur  du  cercle  considéré,  qui  se  réduisent 
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k  b  et  c  pour  x  =  a,  et  vérifient,  d'après  leur  mode  même  de 
formation  (•),  le  système  proposé  (8). 
Le  théorème  de  Cauchj  est  donc  établi. 

323.  Remarque.  —  Les  séries  (9)  convergent  sûrement  dans  le 
cercle  C  qui  est  le  cercle  de  convergence  des  séries  (i5),  mais 
rien  ne  prouve  qu^elles  ne  convergent  pas  dans  un  cercle  de 
même  centre,  a,  et  de  rayon  plus  grand. 

324.  Énoncé  général  du  Théorème  de  Cauchy.  —  La  démons- 
tration ci-dessus  s^étend  sans  difficulté  à  un  système  canonique 
d^ordre  quelconque,  et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant. 

Soit  un  système  canonique  d'ordre  n  : 


(S)  '   dx 

thi 
d.v 


du  , 

-7-  =  VsC-^»^»  z,  u,  ..,  ), 


5/  les  fonctions  »i,  «a.  . . .,  considérées  comme  fonctions  des 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  u,  . . .,  sont  holomorphes 
lorsque  ces  variables  restent  respectivement  à  l'intérieur  et 
sur  le  contour  de  cercles  C|,  C2,  . . .,  C„^i,  de  même  rayon,  R, 
décrits  des  points  x=  a^  y  =  b,  z  =c,  ...  comme  centres,  le 
système  (S)  est  vérifié  par  des  fonctions  y^  z^  u,  ...  de  la 
variable  Xj  qui  prennent,  pour  x  =  a,  les  valeurs  b,  c^  .. .,  et 


(*)  On  peut  préciser  ce  point.  Observons  d'abord  que,  si  niod(x  —  a)  a  une 
valeur  p,  inférieure  à  R',  niod(y  —  d)  et  mod(5  —  c)  sont,  par  (9)  et  (i5),  infé- 
rieurs aux  valeurs  que  prennent  Y  —  6  et  Z  —  c  pour  x  —  a  =  p,  et  par  suite. 
en  vertu  de  (i4)i  inférieurs  à  R  :  il  en  résulte  immédiatement  que  ff^{x<,  y,  Z) 
et  '73(^1  yi  *)>  considérés  comme  fonctions  de  x^  sont  holomorphes  dans  le 
cercle  C  Si  maintenant  on  remplace  ^  et  ^  par  les  séries  (9)  dans  les  deux 
équations  différentielles  (8),  les  deux  membres  de  chaque  équation  deviennent 
des  fonctions  de  x^  holomorphes  dans  le  cercle  C\  et  qui,  en  vertu  de  (10),  ont 
mêmes  dérivées  de  tous  ordres  pour  x  •=.  a.  Elles  ont  donc  même  développement 
taylorien  dans  C  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a,  c*est-à-dire  qu'elles 
sont  identiques  dans  le  cercle  C.  c.  q.  f.  d. 
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qui  sont  holomorphes  quand  la  variable  x  reste  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  centre  a. 

Le  ra^on,  R'^,  de  ce  cercle  n'est  pas  connu  d^une  manière  exacte; 
il  est  certainement  au  moins  égal  à  la  quantité  R'  : 

où  M  désigne  le  maximum  du  module  des  fonctions  9|,  ^2?  •  •  «t  ^ni 
lorsque  x^  y,  ...  restent  respectivement  sur  les  circonfé- 
rences  G|,  C2,    .... 

Corollaire.  —  L'intégrale  générale  d'un  système  canonique 
d'ordre  n  dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  les 
valeurs  bjC,  . . .,  des  n  inconnues  j^",  ^,  . . .,  pour  x  =  a. 

325.  Remarque.  —  Appelons  système  d'intégrales  de  (S) 
l'ensemble  des  intégrales^,  z,  u,  . . .,  qui,  pour  ^  =  a,  prennent 
des  valeurs  données,  b^c.  ....  Laissons  a  fixe,  et  donnons  à  6,  c,  . . . 
d'autres  valeurs,  6|,  Ci,  . ..;  nous  obtenons  un  nouveau  svstème 
d'intégrales,  y^^  ^1,  Ui,  ...,  qui,  si  les  conditions  du  théorème 
précédent  sont  vérifiées,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  un  cercle  de  centre  x  =  a  et  de  ravon  R^.  Ce  rayon  ne  sera 
pas  généralement  le  même  que  R":  soit,  par  exemple,  R'J  <  R*;  les 
intégrales  yi,  Zi,  U\^  ...  pourront  alors  ne  pas  être  holomorphes 
et  avoir  des  points  critiques  dans  une  région  (la  couronne  com- 
prise entre  les  cercles  de  rayons  R*  et  R"  et  de  centre  a)  oii  les 
intégrales^,  -5,  «,  . . .  sont  sûrement  holomorphes,  c'est-à-dire 
que  les  points  critiques  d'un  système  d'intégrales  dépendent  des 
valeurs  des  constantes  qui  caractérisent  ce  système.  C'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  les  points  critiques  des  intégrales  d'un 
système  d'équations  différentielles  ne  sont  généralement  pas 
fixes, 

326.  Systèmes  linéaires.  —  Il  y  a  toutefois  un  cas  important  où 
ces  points  critiques  sont  toujours  fixes;  c'est  celui  des  systèmes 
linéaires. 

On  nomme  systèmes  canoniques  linéaires  ceux  où  les  incon- 
nues figurent  linéairement;  ainsi  le  système  linéaire  d'ordre  deux 
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est  de  la  forme 

L,  M,  . . .,  R  élanl  des  fonctions  de  la  variable  x  seule. 

327.  Théorème.  —  Les  intégrales  d'un  sjstème  linéaire  ne 
peuvent  admettre  comme  points  critiques  que  les  points  cri- 
tiques des  fonctions  L,  M, . . . ,  R,  coefficients  du  système  linéaire. 

Soient  en  efTel  b  ei  c  des  constantes  quelconques;  écrivons  le 
système  linéaire  proposé  (en  le  supposant  du  second  ordre  pour 
simplifier)  sous  la  forme 

f  ^=P[^--6J  +  Q[^-c]-f-T; 

S,  c'est-à-dire  N  -h  L6  -j-  Me,  ctT  sont  encore  des  fonctions  de  x 
seul. 

Supposons  que  les  fondions  L,  M,  ...,  R  (et,  par  suite,  S 
et  T)  soient  des  fonctions  holomorphes  de  x^  lorsque  cette  va- 
riable reste  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  R. 

Soit  [X  le  maximum  du  module  des  fonctions  L,  M,  S,  P,  Q,  T 
lorsque  x  reste  sur  la  circonférence  du  cercle  ci-dessus;  on  aura 
(n**  116),  en  désignant  par  L^''^(a)  la  dérivée  /i'^'"*'  de  L(.r)  pour 
j:  =  a. 


(7.)  modLt«'(a)^ 


I  .^. .  ./i 


ji. 


K"       '  ' 


et  les  dérivées  d'ordre  n  de  M,  S,  P,  Q,  T  satisfont  à  la  même 
inégalité. 

Cela  posé,  si  le  s^^stème  (i)  admet  des  solutions,  y  et  5,  liolo- 
morphes  au  voisinage  du  point  x  =  a,  et  prenant  en  ce  point  les 
valeurs  b  et  c,  on  pourra,  comme  au  n**  322,  déterminer  les  coef- 
ficients de  leurs  développements  tiiyloriens 

(  «  =  c -h  (j?  —  a)  ^^-t- , 
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et  Ton  trouvera,  en  général, 

K'i)  y  a     —  ^'11  ^a     —  ^  H'» 

^n  et  ^^n  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  quantités 
L(a),  L'(a),  ...,  L^"^(a),  ...,  ï^''^(a),  polynômes  dont  tous  les 
coefRcients  sont  positifs.  Considérons  maintenant  le  système  qu'on 
obtient  en  remplaçant,  dans(i),  les  fonctions  L,  M,  S,  P,  Q,T  par 
une  m^/we  fonction  ç(^),  définie  par 

(5)  o(x)  =  ii- 


» 

X  —  a 


c'esl-à-dire  le  système 

où  Y  et  Z  prennent  les  valeurs  6  et  c  pour  x  =  a. 

En  déterminant  les  dérivées  de  Y  et  de  Z  pour  x  =  a,  on  trou- 
verait, d'après  (4), 

L,  M,  ...  et  leurs  dérivées  étant  remplacées,  dans  les  polynômes 
^n  et  Vfl,  par  ^{x)  et  ses  dérivées  du  même  ordre.  Or,  en  vertu 
des  inégalités  (»),  modL''(a),  mod  M^''^(a),  ...  sont  inférieurs  a 
'^^"'(a);  modL,  .  • .  sont  inférieurs  à  f  (a);  et,  par  suite,  on  a 

On  en  conclut,  comme  au  n**  322,  que  les  séries  (3)  convergent 
et  représentent  des  fonctions  holomorphes  de  x,  dans  tout 
cercle  de  centre  a,  où  les  fonctions  Y  et  Z  sont  elles-mêmes 
holomorphes.  Or  il  est  facile  d'obtenir  directement  Y  et  Z. 

On  a  en  effet,  par  (6), 

dx  ~  dx 

d'où 

X  —  b^Z'-c, 

et,  par  suite, 

d\         .    ..          .-,      ,._         i-+-9.(Y--6) 
j^  =  .(a;)[.  +  2(^  _&)]  =  .« ^-^-; 

' R- 
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OU,  en  séparant  les  variables, 

i^—    •  1  ,^_ 

doù 

i-^-x{y  —  b) 

1 

X  —  a 

Intégrons  : 

R 

I  /  X  —  (l  \ 

-Iog[i  -h  2(  Y  —  b)]  =—  jjiRlogI  I ir —  ]  -f-  const. 

l*our  X  =  a,  on  doit  avoir  Y  =r  6;  ia  constante  est  donc  nulle, 
et  Ton  a  finalement 

Les  fonctions  Y  et  Z  ainsi  défînies  sont,  d'après  celle  expres- 
sion même,  holomorphes  dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  R, 
car  leur  seul  point  critique  possible  est  .r  =  a-\-K;  donc,  en  vertu 
de  ce  qui  précède  : 

Z^s  intégrales  y  et  z  du  système  (i)  qui  prennent  des 
valeurs  déterminées  quelconques,  b  et  a,  pour  x  =^  a,  sont 
holomorphes  dans  tout  cercle  de  centre  a  où  les  fonctions  L, 
M,  . . .,  de  Xf  sont  elles-mêmes  holomorphes. 

Je  dis  qu'il  résulte  de  laque  des  solutions  quelconques,  y  \^  ^i, 
du  système  linéaire  proposé,  ne  peuvent  admettre  comme  poini 

Fig.  £8. 


critique  un  point  x=.\^  différent  des  points  critiques  des  fonc- 
tions coefficients  L,  M,  ...  du  système. 

Soit,  en  effet,  x^  un  point  quelcon(]ue  où  y^  et  Zx  aient  des 
valeurs  déterminées;  jofgnons-le  au  point  \  par  une  ligne  quel- 
conque A,  ne  traversant  aucun  des  points  critiques  de  L,  M, 
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el  désignons  par  S  un  nombre  moindre  que  la  plus  pellle  distance 
de  lous  ces  points  critiques  à  la  ligne  A.  D'après  ce  qui  précède. 

les  fonctions  j^i  eiZt  soni  hoiomorpbes  dans  un  cercle  décentre  Xo 
el  de  rayon  û,  puisque  ce  cercle  ne  contient  aucun  point  critique 
de  Ly  M,  ...  et  que  yi  et  Zi  ont  des  valeurs  déterminées  en  Xq. 
Soit  Xi  un  point  quelconque  intérieur  à  ce  cercle  et  situé  sur  la 
ligne  A  entre  Xq  el  ^,  les  fonctions  j^i  et  Zi  sont  encore  holo- 
morphes  dans  un  cercle  de  centre  x^  et  de  rayon  o^  soit  de  menu* 
Xa  un  point  de  ce  cercle,  situé  sur  la  ligne  A  entre  Xt  et  Ç,  lc> 
fonctions yi  et  Zt  seront  holomorphcs  dans  un  cercle  de  centre  j"^ 
et  de  rayon  3.  En  continuant  ce  raisonnement,  on  arrive  à  établir 
que  y^  et  Zi  sont  holomorphes  dans  un  cercle  de  rayon  8  conte- 
nant le  point  Ç  :  ce  dernier  point  ne  saurait  donc  être  critique 
pour  aucune  des  solutions  yt  et  Zi.  Nous  avons  ainsi  établi  le 
théorème  proposé,  c'est-à-dire  que  les  points  critiques  des  inté- 
grales d'un  système  linéaire  ne  peuvent  t^lre  que  ceux  des  fonctions 
coefficients  du  système.  c.   q.  f.    d. 

3^28.  Application  à  l'équation  différentielle  générale.  —  D'après 
le  n"317  on  peut  ramener  à  un  système  canonique  Téquation  dif- 
férentielle générale  d'ordre  n,  à  ime  inconnue 

d'*y        -/  dy  d"-W\ 


Il  suffit  de  poser 


dx  ~-    ' 


(S)  {  dy»-^> 


dx 


=  7 


(n    1' 


d*()Ù 


dx 


et  Ton  a  ainsi  un  système  canonique  (S),  à  n  inconnues  j/*,  r',  ..., 
^'(/i-0.  Il  résulte  dès  lors  du  théorème  général  que  Téquation  (i) 
a  une  intégrale^,  jouissant  de  ces  propriétés  :   i*^  pour  x  =  n, 
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la  fonction  y  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  ont  des  valeurs 
données  6,  c,  ...,  /;  2**  y  est  holomorphe  dans  un  cercle  de 
centre  a  et  de  ra^ou  non  nul,  ce  rayon  n'étant  d'ailleurs  pas 
connu  d'une  manière  précise.  Il  faut  toutefois  que  le  système  de 
valeurs  x=.a^  yz=ib^  j/^=r,  ...,j'f'*~*'=/ne  soit  pas  critique  pour 

considérée  comme  fonction  des  (/i-|-i)  variables  indépendanlos 

■y     V    ir  i/f"""  '  J 

Intégration  par  des  séries,  —  L'intégrale  y  ainsi  définie  esr 
développable,  autour  du  point  x  ==  «,  en  série  de  Tajior  de  la 
forme 

y  =      •5»-f-c(x  —  a)H —  d{x  —  a)'-v 


-4-  ^-—  l{x  -  ay*-'^  -+-  \nix  —  a)" -+-  \n^\(x  —  a )"  ^  '  -4- . . . , 

où  les  n  premiers  coefficients  sont  connus,  puisque,  pour  x=^  a^ 
y  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  se  réduisent  respeclivement 

à  é,  c,  rf,  ...,/.  On  déterminera  les  autres  coefficients ).„,).«+ ij  •••? 
soit  par  substitution  directe  de  la  série  j^  dans  (i),  soit  par  la  mé- 
thode générale  du  n°  322. 

On  obtiendra  ainsi  une  st'rie  qui  vérifie  Téquation  proposée  et 
qui  converge  certainement  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de 
rayon  R',  ce  rayon  étant  celui  qui  a  été  défini  au  n^  32i. 

Inéquations  linéaires,  —  Une  équation  linéaire  par  rapport  à 
y  et  à  ses  dérivées,  de  la  forme 

où  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x  seul,  se  ramène  au 
système  canonique  linéaire  : 


^^y'     "^y -.y'  ày:^_ 


(/l-I) 


> 


Donc,  d'après  le  n"  327,  les  intégrales  de  l'équation  (2)  n'auront 
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pas  d^autres  points  critiques  que  ceux  des  coefBcients  t>  '  **'  t*' 

^      »    »  «   j* 
-r>  c  est-a-dire  : 

A. 

!*"  Les  poiuls  critiques  des  fonctions  A,  B,  ...,  L,  M,  Ndej^; 
2°  Les  points  où  A(x)  s^annule. 

Par  exemple,  si  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  polynômes  entiers 
en  x^  l'intégrale  générale  de  (a)  ne  pourra  avoir  d*autres  points 
critiques  à  distance  fînie  que  les  zéros  de  A. 

Si  a  est  un  point  ordinaire  des  fonctions  coefGcients -^  »  •••« 

on  pourra  développer  Tinlégrale  générale  de  Téquation  (2)  en 
série  de  Tajior,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  —  a,  et  convergente  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  a  et  pour 
rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le  plus  voisin  des 
fonctions  coefficients. 

Corollaire,  —  Revenons  à  l'équation  différentielle  générale  (i), 
d'ordre  n;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  son  intégrale  générale 
dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  by  c,  ...,  /,  ainsi 
qu'on  l'avait  annoncé  au  n®  239. 

329.  Intégrales  premières  d'un  système.  —  En  vertu  du  théo- 
rème général  de  Cauchy,  étant  donné  un  système  canonique 
d'ordre  n  : 

(3)  ,  ^=Mx.yuy..^^>.yn). 


t       --  Jni^i  yti  ••  î  •  •  •  5  yn)i 


la  solution  générale  j'i,  y2j  •••?  jK/i  doit  renfermer  n  constantes 
arbitraires;  on  a  donc 


\yt  =  Oîfa?, c,,..,  ...,cn), 


(4) 

/  ' 

V  yn=  ?«(^j  Cl,  ..,  .  .  .,  C«). 

Si  nous  résolvons  ces  équations  par  rapport  aux  n  constantes 


CIIAPITRK   III.   —  SYSTEMKS   D  EQUATIONS   DIFFERENTIELLE.^:.  365 

ri,  C2,  • .  •,  C/i,  nous  avons 

Cl  =  Fi  (T,yi,yt y„), 

ce  qui  est  une  forme  équivalente  de  la  solution  générale  (4)- 

Chacune  des  fonctions  Fi,  F^,  ...  se  nomme  une  intégrale 
première  du  système  (3);  ces  n  fonctions  sont  distinctes,  c'est- 
à-dire  ne  sont  liées  par  aucune  relation  :  car  si  F//  était  fonction 
de  Fi ,  F2,  . . .,  F„_|,  les  équations  (5)  montrent  que  la  constante  C/i 
serait  déterminée  quand  C|,C2;  ..•,  C/i_i  seraient  donnés,  en  sorte  que 
la  solution  générale  du  système  ne  contiendrait  que  n  —  i  con- 
stantes arbitraires. 

D^une  manière  générale,  on  nomme  intégrale  première  toute 
fonction  de  j::,  j^i,  . . .,  y^  qui  reste  constante  quand  on  y  remplace 
Xii  y-i'i  "  'T  J'n  pai*  les  fonctions  de  x  les  plus  générales  satisfai- 
sant au  système  proposé  :  il  est  clair,  d'après  cela,  que  toute  fonc- 
tion de  deux  ou  plusieurs  intégrales  premières  est  encore  une 
intégrale  première.  Comme  d'ailleurs  le  système  ne  saurait 
admettre  plus  de  n  intégrales  premières  distinctes  (sinon  11  y 
aurait,  dans  la  solution  générale,  plus  de  n  constantes  arbi- 
Iniires),  la  forme  générale  des  Intégrales  premières  est  évidem- 
ment 

/étant  une  fonction  arbitraire. 

On  reviendra  sur  ces  intégrales  dans  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  où  elles  jouent  un  rôle  fondamental; 
observons  seulement  ici  que  la  connaissance  d'une  intégrale  pre- 
mière permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  du  système.  Car  si 
I  on  a 

on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  yn,  en  fonction  de 
^T  ytf  •  •  -î  ya-ij  valeur  qu'on  portera  dans  les  {n  —  i)  premières 
équations  du  système  (3)  :  on  aura  ainsi  un  système  d'ordre /i  —  i, 
les  inconnues  étant  yt ,  yiy  . . .,  jK«-i  •  ^^  même,  la  connaissance 
de  k  intégrales  premières  distinctes  permet  d'abaisser  l'ordre  du 
système  de  k  unités. 
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Dans  le  cas  d'une  seule  équation  différentielle  d^ ordre  n,  une 

•    .  '         i  •  -  r        .  •        j  dr   d^y  d^-^y 

intégrale  première  sera  une  fonclion  de  x,  y,  -r-y  -3—-»  •••>   ,  ^^> 

qui  reste  consLante  quand  on  y  remplace^  par  la  fonclion  de  x 
la  plus  générale  satisfaisant  à  Téquation  proposée  :  car  celle 
équation  se  ramène  (n**  328)  à  un  système  d'ordre  n^  où  les  iocoii- 

miessonly,y(=^),...,.y(''-'»(=^^). 

Par  exemple,  pour  une  équation  du  second  ordre,  une  intégrale 
première  sera  de  la  forme  F(.r,  r,  y')  =  C. 

330.  Étude  des  solutions  d'un  système.  —  Soit,  par  exemple, 
un  système  d'ordre  deux  : 

dy  ,  .  dz  ,  . 

si  le  système  de  valeurs  a,  i,  c  n'est  pas  critique  pour  les  fonc- 
tions ^1  et  '^2)  le  système  admettra  comme  solution  deux  fonctions 
holomorphcs,  y  et  5,  égales  à  6  et  c,  pour  x  ^  a. 

Proposons-nous  de  calculer  les  valeurs  que  prennent  ces  inl»'- 

Fig.  89. 


grales  en  un  point  or  =  X,  du  plan  de  la  variable  j:,  lorsque  celte 
variable  va  de  a  à  X,  en  suivant  une  ligne  donnée  L. 

Les  deux  fonctions^  et  z  sont  représentées,  aux  environs  du 
point  X  =  a^  par  des  séries 

j  =  6h-X|(j?  — a)4-..., 
z  =c-+-fji|(;r  —  a)-h..., 

qui  sont  convergentes  dans  un  cercle  C  (Jig:.9g)  de  centre  a] 
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dies  donnent  donc  les  valeurs  de  y^  z  pour  tous  les  points  de  la 
ligne  L  intérieurs  à  C. 

Soit  eZ|  un  de  ces  points,  voisin  de  la  circonférence  du  cercle  C; 
en  ai,  ^  et  2  ont  les  valeurs  b\  et  C\  et  sont  représentées,  aux 
environs  de  a?  =  ai ,  par  des  séries 

j^  =  ^i-#-  X'i  (x  —  ai)  -!-. . .,        5  =  C|  -h  ji'i  (37  —  ai)  -h. . ., 

convergentes  dans  un  cercle  C|  de  centre  a|.  Elles  font  connaître 
j^  et  2  le  long  d'un  nouveau  tronçon  de  la  ligne  L,  et,  en  continuant 
ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  point  X,  on  obtiendra  en  ce  point 
les  valeurs  cherchées  de  y  et  de  z. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  rayons  de  cercles  successifs  C|,  C2, 
C3,  ...  tendent  vers  zéro  quand  x  tend  vers  un  point  \  de  la 
ligne  L  :  en  ce  cas,  on  ne  pourra  prolonger  les  fonctions  j^  ^\,z  sur 
cette  ligne  au  delà  du  point  Ç,  à  moins  d'une  étude  spéciale  dans 
chaque  cas.  La  méthode  générale  tombe  alors  en  défaut. 

Si  cette  circonstance  se  présente,  désignons  par  t^  et  2^  les 
valeurs  vers  lesquelles  tendent^  et  z  quand  x  tend  vers  Ç  en  sui- 
vant la  ligne  L,  de  a  en  Ç  (  *)  :  le  système  de  valeurs  Ç,  tj,  Ç  est 
critique  pour  Tune  au  moins  des  fonctions  <pi(a?, ^,  g)  et 
?2('^)^9^)f  sinon  on  pourrait  tracer  autour  du  point  x  =  ^  un 
nouveau  cercle,  de  ravon  non  nul,  à  l'intérieur  duquel  les  solu- 
tions j^  et  z  du  système,  qui,  pour  j:  =  Ç,  ont  les  valeurs  ri  et  ÎJ, 
seraient  encore  holomorphes  (^),  ce  qui  permettrait  de  prolonger 
ces  fonctions  sur  la  ligne  L,  au  delà  du  point  x  =  Ç. 

La  méthode  ne  peut  donc  être  en  défaut  que  si  l'un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  successifs  de  x,  y^  z  le  long  de  la  ligne  L  est 
critique  (')  pour  une  des  fonctions  ^  1,  'f^y  ou  si  un  point  de  la 
ligne  L  est  un  point  d'indétermination  pour  y  ou  z.  Si  ces  cas  ne 
se  présentent  pas,  on  aura  prolongé  y  et  z  non  seulement  le  long 
de  L,  mais  dans  toute  la  région  du  plan  recouverte  par  les  cercles 


(*)  Cela  suppose  que  y^  cl  !^  existent,  c'esl-à-dire  que  le  point  x  =  ^  n'est 
pas  un   point  d'indétermination  pour  les  fonctions  y  et  x. 

(^)  Nous  admettons  ici,  sans  démonstration,  que  le  système  n'a  pas  d'autres 
solutions,  y  et  «,  se  réduisant  à  7;  et  ||  pour  or  =  ^,  que  les  solutions  holo- 
morphes. {Voir  l'Exercice  XVIII,  à  la  un  du  Volume.) 

(*  )  Parmi  ces  systèmes  critiques  a,  6,  c,  figurent  ceux  où  a,  b  ou  c  sont 
infinis  :  car  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  suppose  ces  quantités  finies. 
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successifs  C,  C|,  C2,  ...;  à  l'intérieur  de  cette  région,  les  fonctions 
y  et  Zj  solutions  du  système  proposé  et  égales  à  6  et  c  pour  j?  =  a, 
sont  des  fonctions  holomorphes  de  x. 

Remarque,  —  Si  le  système  canonique  considéré  est  linéaire, 
la  méthode  précédente  ne  sera  jamais  en  défaut,  pourvu  toutefois 
que  la  ligne  L  ne  passe  par  aucun  point  critique  des  fonctions 
de  X  coefficients  du  système  :  en  effet,  les  cercles  successifs  dont 
on  fait  usage  ont  alors  un  rayon  Constant  (n°  327),  ce  qui  permet 
d*atteindre  toujours  le  point  X. 


II.  -  APPLICATION  DU  THÉORÈMB  DE  GAUGHT. 


331.  On  a  admib  sans  démonstration  (n*'  159)  que  la  fonction 
inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  c'est-à-dire 
la  fonction  z^  de  {/,  défmie  par  Téquation  différentielle 

estmonodrome  et  méromorplie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  1/. 
Le  théorème  de  Cauchy  permet  d'établir  comme  il  suit  cette 
importante  proposition. 

332.  Lemme.  —  La  fonction  z,  de  u,  n^a  pas  de  point  d^in- 
détermination  à  distance  finie  dans  le  plan  de  la  variable  u. 

Soit,  en  effet,  z[u)  une  solution  quelconque  de  l'équation  (1); 
je  dis  que  le  point  1/  =  a  ne  peut  être  un  point  d'indétermination 
de  2,  c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel.  Considérons  à  cet 
effet  une  solution  particulière  z^  (a),  de  réqualion(i),  qui,  pour 
a  =  a,  prenne  une  valeur  arbitrairement  choisie  ^,  telle  toutefois 
que  4P'  —  5^2  P  —  gz  ïïe  soit  pas  nul  :  P  n'étant  pas  racine  du  poly- 
nôme en  5  sous  le  radical,  ce  radical,  y/4  5*  —  g^z  —  ^j,  considéré 
comme  fonction  de  z,  est  holomorphe  autour  du  point  js  =  ^  ;  il  en 
résulte,  d'après  le  théorème  de  Cauchy,  que  >5|(m)  sera  holo- 
morphe dans  un  certain  cercle  ayant  pour  centre  le  point  ei  =  a. 


1 

M 

r 
\ 
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Les  relalions 

donnenl 

dz  dz\ 


^^z^^giZ  —  g^       yf^l  — gtZi^  g^ 


=  0, 


ce  qui  est,  entre  z  et  z^  Téquation  d^EuIer  (n''  288):  z  et  Zi  sont 
donc  (n°  290)  liés  par  une  relation  algébrique.  Or  une  équation 
algébrique,  f{z^  5|)  =  o,  donne  pour  ^,  quel  que  soit  j5i,  des 
valeurs  finies  ou  infinies,  mais  jamais  indéterminées;  en  particu- 
lier, pour  u  =  OL^  c'est-à-dire  pour  ^,  r=  ^,  la  fonction  z  n'est  pas 
indéterminée.  c.  q.  f.  d. 

333.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  diOférentielie  (i),  en 
récrivant 

OÙ  Cf,  e.2j  Cz  sont  supposés  distincts. 

Soient  u^  et  z^  deux  constantes.  Si  z^  n'est  égal  à  aucune  des 
racines  ^a,  le  radical  en  z  est  une  fonction  holomorphe  de  z 
autour  du  point  z^=Zq',  le  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  intégrales  nous  apprend  alors  que  l'équation  (2)  admet  une 
solution,  z^  qui  se  réduit  à  z^  pour  u  z=  Uqj  et  que  cette  solution 
est  fonction  holomorphe  de  u  dans  un  certain  cercle  de  centre  Uq, 

Suivons  de  proche  en  proche  la  variation  de  cette  fonction 
quand  la  variable  u  se  déplace  à  partir  du  point  u  =  Uq  :  d'après 
le  théorème  fondamental  et  le  n^  330,  un  point,  Ut,  ne  pourra  être 
critique  pour  la  fonction  z  que  si  c'est  un  point  d*indéterminatioii 
pour  Zj  cas  à  écarter  d'après  le  Lemme,  ou  si  z  prend  en  ce  poii)t 
une  valeur^,,  telle  que  le  svslùme  (/£|,  ^i)  soit  critique  pour  le 
second  membre  de  l'équation  (2),  considéré  comme  fonction  des 
variables  indépendantes   u  et  z.  Or  u  ne  figure  pas  au  second 

membre  de  (2),  qui  est  le  radical  \/4{z—ei){z  —  e2){z  —  ^3),  et 

qui  n'a  comme  points  critiques,  en  ^,  que  ^  =  ei,  ^2,  e^  et  00. 

Donc  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  fonction  z,  de  //, 

H.  —  II.  24 
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seront  les  points   Ui,  n^,  ...   où  cette  fonction  prend  une  des 
valeurs  ei,  e*,  c^^  oo.  Examinons-les  successivement. 

i"  Si,  pour  II  z=  iii^  z  devient  égal  à  ^i,  je  dis  que  le  point  //, 
ne  sera  pas  critique  pour  z.  Posons  en  effet 

l'équation  (2)  devient 

^^        /: z 

du  ~  v(^i— ^i-^'*K«^i  — C3  r-/M 

Or  le  systrme  de  valeurs  //  =  W|,  ^  =  o  n'est  pas  critique  pour 
le  nouvoîiu  second  membre,  car  le  radical  ne  s'annule  pa> 
pour  /  =  o,  puisque  <?!,  e^^  e^  sont  distincts.  Il  eu  résulte  que  U\ 
est  un  point  ordinaire  pour  la  solution  l  qui  se  réduit  à  o  pour 
il  =:  Ut  ('),  et  par  suite  aussi  pour  z,  égal  ùl  ei-{-  l*. 

a°  Si,  pour  11  =.  u^^  z  devient  infini,  je  dis  que  le  point  u^  est 
un  pôle  de  z,  Posons  eu  elFct 

ré(pialion  (î>.)  devicnl,  aprt*.>  divi>ion  des  deux  membres  pur   j» 

(It  , 

Là  encore,  le  radical  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  0;  il  en  résulte 
que  la  solution  /,  qui  se  réduit  à  o  pour  /^  =  ^/|,est  fonction 
holomorpke  de  u  autour  du   point  Ui\  et  il  en  est  par  suite  de 

même  de  /-.  Donc  ^  =  7^  est  méromo rphc  ixuloitv  de  ce  point,  qui 

est  un  pôle  de  w,  d'après  la  définition  même  des  pôles. 

Ainsi  la  fonction  Zf  de  //,  n'admet  pas,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable iiy  d'autres  points  critiques  que  des  pôles;  c'est  donc,  par 
définition,  une  fonction  méromorphe  de  11. 

On  a  vu,  aux  n"*  158-159,  qu'en  admettant  cette  propriété,  on 
démontre  que  z  est  fonction  elliptique  de  Uy  du  second  ordre. 

334.  Remarque.  —  Celle  démonstration  ne  suppose  nullement 


(')  On  admei  que  celte  solulii>n  est  unique,  i'oir  ù  ce  sujet  l'Exercice  Wlll, 
à  ia  fin  du  Voluiue. 
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que  ^i-h^a-f-^s  soil  mil,  ni  que  le  coefficient  du   lerme  en  z^ 
sous  le  radical  soil  4* 

33o.  Qénéralisation.  —  Si  le  pol^^nome  sous  le  radical  est  du 
quatrième  degré  au  lieu  d'élre  du  troisième,  ces  résulats  subsistent. 
Soit  en  eflet  Téqualion  difTérentielle 

(4)  ^  =  /V(5  — ai)3  — rtj)(j  --as)',-  —  «O         («/?«y), 

on  voit,  comme  plus  haut,  que  la  fonction  z^  de  u  (qui  n'a  pas  de 
point  d'indétermination  à  distance  finie)  (*),  ne  peut  cesser  d'être 
holomorphe  que  pour  les  points  u=  u^  où  elle  devient  infinie  ou 
égale  à  une  des  racines  ai.  Or:  i^  si,  pour  u  =  //|,  .3  est  égal  à  ai, 
on  voit  que  ii^  n'est  pas  critique  en  posant  5  =  «i-f-/^;  2°  si,  pour 
u  =  /<,,  z  est  égal  à  l'infini,  on  voit  que  u^  est  pâte  de  z  en  posant 

I 

z  =  —  • 
t 

De  plus  z  est  encore  une  fonction  elliptique  de  w.  On  le  mon- 
trerait en  suivant  la  marche  du  n"  159,  ou  encore  en  ramenant  le 
pol^'nome  sous  le  radical  au  troisième  ordre  par  la  substitution 

I  I 


z  —  «i  / 

ce  qui  donne,  dans  (4),  après  division  des  deux  membres  par  —  * 

T-  ~  ^Polvnome  du  troisième  ordre  en  /. 

(lu 

Alors/ étant  (n"  333)  fonction  elliptique  de  u,  du  second  ordre. 
c,ouai+--»  est  également  elliptique,  et  du  second  ordre. 

336.  Remarque.  —  Si  l'on  prend  sous  le  radical,  dans  Téqua- 
lion  (4)  ci-dessus,  un  poljnome,  Z,  d'ordre  n  supérieur  à  quatre, 
on  ne  peut  plus  établir  que  z  est  fonction  monodrome  de  u. 

On  verrait  bien,  comme  plus  haut,  que  les  points  a  =  //|, 
pour  lesquels  la  fonction  z  devient   égale  à  une  des  racines  du 


(')  La  démonstration  de  ce  point  est  la  même  que  ceUe  du  Lemmc  ci-<lessus 
(H» 332);  on  s'appuie  toujours  sur  l'inlégration  algébrique  de  l'équation  d'Kuler. 


I 
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poljnorae  Z,  ne  sont  pas  des  points  critiques;  mais  pour  les 
points  u=  Uiy  oh  z  devient  infini,  le  raisonnement  ci-dessus  est 
inapplicable,   et   u^    n^est    pas    nécessairement    un    pôle    de    z. 

En   effet,  si   c'est   un   pôle  d'ordre   A,  on   aura   z  =  r—^ — -m^ 
'  ^  '  {u  —  «1  )^ 

<f(u)  étant  holomorphe  autour  du  point  Ut  et  ne  s'annulant  pas 

en  ce  point.  Sous  une  autre  forme  la  quantité  z  ^,  c'est-à-dire 
^j  sera  :  i®  nulle  pour  w==  W|  ;  2**  holomorphe  autour  de  ce 

point;  et  réciproquement  si  2  ^  jouit  de  ces  deux  propriétés,  le 
point  Ut  sera  pour  z  un  pôle  d'ordre  h. 

Or  si  Ton  pose  z    ^=  t  dans  l'équalion  différentielle  proposée, 


dz         f~ —  — 7- 

du 


celle-ci  devient 


-h  dt 
/^'-^«  du 

-1/  '  ,    ^    , 

~  y    ihn     '     /Au*-1}     '   •••  ' 

c'est-à-dire 

_f^dt 
du 

h  1  1      *" 

--t                   2    yj\^^th^_. 

Le  second  membre  est  infini  pour  /  =  o,  quel  que  soit  rentier 
positif  A,  dès  que  n  est  supérieur  à  quatre;  on  n'est  donc  plus 
certain  que  la  solution  t  de  l'équation  ci-dessus,  qui  se  réduit 
à  zéro  pour  u  =  Ui^  soit  holomorphe  autour  du  point  u^. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS   LINÉAIRES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


337.  Définitions.  —  On  appelle  équations  linéaires  celles  dans 
lesquelles  la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au 
premier  deg;ré  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles;  leur  forme 
générale  est 

P,  . . .,  T,  U,  V  étant  des  fonctions  de  x  seul. 

L'équation  est  di te  5a/i5  5eco/irfme/n6/'e  si  V  est  nul,  c'est-à-dire 
si  elle  est  non  seulement  linéaire,  mais  homogène  y  par  rapport 
à^  et  à  ses  dérivées. 

D'après  cela,  l'équation  linéaire  d'ordre  n  sans  second  membre 
rentre  dans  le  troisième  cas  de  réduction  (n''  296)  et  peut  se 
ramener  à  l'ordre  (/i  —  i)  par  la  substitution  j^  =  é^  ;  mais  l'avan- 
tage est  généralement  illusoire,  la  nouvelle  équation  étant  plus 
compliquée  que  l'ancienne  et,  surtout,  n'ayant  plus  la  forme 
linéaire. 

338.  Exemple.  —  L'équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre, 

si  l'on  y  pose  j^=  f?^,  devient 

équation    de   Riccati   quand   on    prend  z'    pour  inconnue.    On 
saura   l'intégrer  si  l'on  en  a  une  solution;    mais  nous  verrons 
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plus  loin  (ii''344)  que  l'équalion  linéaire  du  second  ordre  s'inlègre 
également,  el  avec  simplicité,  si  Ton  en  connaîl  une  solution.  La 
transformation  n'a  donc  pas  d'avantage. 

Equations  linéaires  sans  second  membre. 

339.  Soit  l'équation 

^  '  dx''  dx''-^  dx  -^  ' 

si  nous  désignons,  pour  un  instant,  le  premier  membre  par  F(^^), 
on  a  identiquement,  grâce  à  la  forme  linéaire  et  homogène, 

F(c^)=  cF(j^),  si  c  est  uiïe  constante, 

Il  en  résulte  que  si  j^i  et ^2  -^ont  des  solutions  de  l'équation  (i), 
C|  j'i  et  c^y-i  sont  aussi  des  solutions,  ainsi  que  C\yx'\-c^y^^ 
Cx  et  6*2  désignant  des  constantes;  et,  en  général,  si  ^1,^^27  ^39  ••• 
sont  de.s  solutions,  CiJKi  4- ^2j^2H- ^3j'3  +  - •  •  en  sera  une  autre. 

340.  Théorème  fondamental.  —  On  peut  déterminer  n  solu- 
tions, y\^  y-i^  . . .,  j)'ji,  de  la  proposée  (1),  telles  que  toutes  les 
autres  soient  de  la  forme  c^yh  +  C2y'i-\-- .  •-\-  Cnyit.- 

En  efl'et,  le  théorème  est  vrai  pour  /i  =  1 ,  car  Téquation  (i)  est 
alors 


rf:r -''-»-=  °  = 


d'où 


—  = — Vdx^  log^  =  —    /  Vdx-^\o^c\ 

y  =^  de   *f        ,         ou        y  =  C|^|. 

Démontrons  maintenant  que  le  théorème  est  vrai  pour  une 
valeur  de  n  s'il  est  vrai  pour  la  valeur  n  —  i . 

Soit  j'i  une  solution  quelconque  de  la  proposée  (1);  posons 
y  =■  cy^jC  étant  la  nouvelle  inconnue;  nous  avons 

y-cyi;       y=c'yi-hcy\;       y' =  c'y^-h -ic'y'i-h  cy\;        ; 
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expressions  linéaires  et  homogènes  en  c,  c',  c", Substiluant 

ces  valenrs  dans  (i),  on  obtiendra  donc  une  équation  linéaire  el 
homogène  en  c,  c\  d\  . . .,  c^"^  Celle  équalion  ne  renfermera  pas 
de  lermc  en  c,  car  le  coefficient  de  c  v  sera 

(|uanlilé  nulle,  |)uisque  yi  est  solution  de(i).  LN'qualion  difie- 
renlielle  en  c  est  donc  de  la  forme 


.(«) 


P,c(«-i)-4-...-+-Sic'-f-T,c'=o, 


équation  linéaire  el  homogène  d'ordre  n  —  i  en  c'.  Mais  le  théo- 
rème à  démontrer  étant  vr«u  pour  l'ordre  n  —  i,  toutes  les  soin- 
lions  de  celle  équation  sont  comprises  dans  la  formule 

c'  =  Ci  Ui-^  t'3  M3  4- . . .  --  Cn  it,if 

C2,  .  .  .^  c„  élanl  des  constantes  arbitraires;  on  en  conclut 

c  r=  Ci   I  UidjT  -\'. ,  .-h  c,i   I  u,idx  -f-  Ci, 

d'où,  pour^,  la  forme 

ïeile  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (i)  ;  C| ,  . . .,  O*  sont 
des  constantes  arbitraires,  J^,  j^2,  . . .,  yn  des  fonctions  de  x»  Les 
yi  sont  aussi  des  solutions  de  (i),  car  si  l'on  fait 

Cj  =  C3  =  r^  = . . .  =  c„  =  o         et         Cj  =  f , 

on  a  j=j'2.  Le  théorème  fondamental  est  donc  complètement 
établi;  non  seulement  la  solution  générale  est  de  la  forme 
C|^i  4-. .  .-h  c,ij'„,  mais  il  n'y  a  pas  de  solution  (singulière) 
échappant  à  celle  formule. 

Corollaire,  —  Entre  (/i  -+-1)  solutions  d'une  équation  linéaire 
el  homogène  d'ordre  n,  il  y  a  au  moins  une  relation  linéaire  el 
homogène. 

341.  Remarque.  —  On  déduit  de  là  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  -^  i 
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fonctions  de  x^  à  savoir  y^y-ij  •  •  •?  J^/i+u  soient  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène 


(^) 


cxXi  -+-  c^yt  + . . .  -H  c,n.i7«4.|  =  0, 


les  c  étant  des  constantes,  non  nulles  simultanément. 

Dérivons  Tîdentité  (a)  par  rapport  à  x^  il  vient  successivement 


(3) 


l  Cl/, 

c\y\ 


=  o. 


ciyT' 


cty'i'  -- 


—  o. 


L'équation  (2)  et  les  n  équations  dérivées  (3)  établissent,  entre 
les  (/i  4-  i)  constantes  C|,  Ca,  . . .,  c„^^^  (/i  +  i)  relations  linéaires 
et  homogènes;  les  c  n'étant  pas  tous  nuls,  le  déterminant  A, 


A  — 


Jl 

j» 

J'i 

:r; 

y."> 

jr," 

r/*+i 


«+i 


est  nécessairement  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  x. 

Je  dis  maintenant  que  la  condition  A  =  o  est  suffisante.  Elle 
exprime  en  effet  que  y^  est  solution  de  Féquation  dilTérentielle 
linéaire,  homogène,  et  d'ordre  n  en^, 


y 

rt     ■ 

•  .      J'/H-l 

y 

y't    • 

•     •            J^/l+t 

yM 

=  o. 


D'ailleurs ^2,  ^3,  . . .  1  yn+t  sont  aussi  des  solutions,  car  si  l'on 
lait j^  =  J^2j  le  déterminant  a  deux  colonnes  identiques  et  s^annnle. 
On  a  ainsi  (/i-+-i)  solutions,  à  savoir  yi,  ^2,  ...,^«+1,  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  /i,  linéaire  et  homogène;  ces  solii> 
sont  donc  liées  (corollaire  du  n°  340)  par  une  relation  linéaire  et 
homogène. 

La  condition  nécessaire  et  sufGsante  cherchée  est  ainsi  :  A  =  o. 


342.  On  a  vu  que  les  solutions  de  l'équation  proposée  (i)  sont 
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comprises  dans  la  formule 

.^tj  y^y  •••1  yn  étant  des  solutions  convenablement  choisies;  je 
dis  qu'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  et  homogène. 
Car  si  l'on  avait 

on  aurait,  en  portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  js 

formule  qui  ne  contient  en  réalité  que  (n  —  i)  constantes  arbi- 
traires, (C|  +  X|C,i),  . . .,  {cn-\  -f-X„_|C«),  et  qui  ne  peut  par  suite 
représenter  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
d'ordre  n. 

Réciproquement,  étant  données  n  solutions,  2/|,  1/29  •  •  m  '^/<i  ^^ 
l'équation  (i),  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  entre 
lesquelles  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène,  on 
pourra  mettre  une  solution  quelconque  sous  la  forme 

y  =  dxUi-^  dtUi-\- ..*-{- daU,i\        (^1,  c?j,  ...  =  consl.). 
Car  i/|,  ^2}  •  •  •}  Un  étant  des  solutions  de  (i),  on  a 

y\)  )  

comme  il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  et  homogène  entre 
//,,  ;/2,  ...,  Uni  1^  déterminant 

•    •  •     ■     •  •     • 

A I        •  •  •        ^  fi 

n'est  pas  nul,  et  Ton  peut,  par  suite,  résoudre  les  équations  (4) 
par  rapport  à  j^i,  j'2>  •••«^/i*  les  valeurs  de  ^z  ainsi  obtenues 
sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  ui^  et  dès  lors  l'ex- 
pression 

Cl  7t  -i-  c,  7i  -4- . . .  -f-  Ca yn, 
qui   est  la  solution  générale  de   la   proposée  (1),  peut  aussi   se 
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mellre  sons  la  forme 

M|  Ul  -{-   «J  tll  -T~  .  .    .  -T"  «M  "«» 

les  é/|'  désignanl  des  constantes  arbitraires. 

On  saura  donc  écrire  immédiatement  l'intégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  linéaire  d'ordre  /?,  sans  second  membre, 
quand  on  connaîtra  n  solutions  linéairement  indépendantes. 

3i3.  Théorème.  —  5/  To/i  connaît  p  solutions  d^iine  équa- 
tion linéaire  sans  second  membre  (i"),  d^ ordre  /î, 

linéairement  indépendantes  entre  ellesy  on  peut  ramener  Cin- 
tégration  de  la  proposée  à  celle  d'une  équation  linéaire  sans 
second  membre  d^ ordre  n  — p^  et  à  p  quadratures, 

Faisons  en  effet  un  changement  de  fonction,  en  posant 

C|,  r2,  ...,  Cp  étant/?  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons 
lier  par  (/>  —  i)  équations  à  notre  choix  ('). 
Nous  avons  ainsi 

d'où,  en  dérivant, 


(  '  )  ^'  y'iO'i^  ••'»  .>'»  n'étaient  pas  linéaireaient  distinctes,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 

ri  =  ^2^2  ■*- ^3.^3  +  .  . --^  \  J> 

le  changement  de  fonction  serait 

y  =  (  c,-h  X,Cj  )  ^'j-h. . .    -  (  c^ -h  \,c,  )  jK^„ 

et  il  n'y  aurait  en  réalité  que/;  —  1  inconnues,  (c^-t- X,c,  ),  ...,  (c  -+- a  c,  ).  On 
n'aurait  donc  pas  le  droit  d'établir  entre  elles/;  — i  relations:  c'est  pourquoi  on 
doit  supputer,  dès  le  début,  que  jKp   ...,  ^r^  ne  sont  liées  par  aucune  équation 
linéaire  et  homogène. 
La  méthode  employée  dansée  paragraphe  est  dite  de  la  variation  des  conatanles. 
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Nous  prendrons  comme  première  équation  entre  les  c  Téqualion 


2 


C/7/=0. 


Nous  aurons  ensuite 


y'=2coJ  + 2 '''•>'' 


et  nous  poserons  encore 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 


en  posant 


2)«;.''i-".  i(C) 


2 


c)yf-^^  =  0. 


On  ne  peut  aller  plus  loin,  car  on  a  ainsi,  par  les  équations  (C), 
établi/?  —  I  relations  entre  C|,  Ca,  ...,c^. 

D'après  cela,  y\  y%  ...,  y^p-^)  sont  les  mêmes  que  si  les 
C|,  Tj,  ...y  Cy»  étaient  des  constantes.  Continuons  à  dériver;  il  vient 


Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée  (i),  nous  obtenons 
une  équation  F  =  o,  linéaire  et  homogène  par  rapport  à 
C|,  C'2j  ...,c^  et  à  leurs  dérivées  jusqu'à  Tordre  n — />-+-ij  car 
chacune  des  dérivées  de  j^  est  fonction  linéaire  et  homogène  de 
ces  quantités.  Je  dis  que  les  termes  en  c«,  c^,  . . .,  Cp  n'y  figurent 
pas.  En  effet,  ces  termes  sont  évidemment  ceux  qu'on  obtiendrait 
en  substituant  ày,  dans  l'équation  (i),  la  fonction 

où  Cf,  ...,  Cp  sont  regardés  comme  constants;  mais  cette  fonc- 
tion étant  dans  ce  cas  une  solution  de  (i),  le  résultat  de  la  sub- 
stilulioD  est  identiquement  nul.  Donc  l'équation  F  =  o  ne  con- 
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tienl  pas  les  Ci\  et  son  premier  membre  se  réduit  à  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  dérivées  c^-,  c]^  . . .,  ép"'*^^^. 

Cela  posé,  on  peut  tirer  des  équations  (G),  c'est-à-dire  de 

(C)  ;. 

les  valeurs  de  c!^,  r'j,  . . .,  c  en  fonction  de  c\  :  en  effet,  le  déter- 
minant de  ces  inconnues  est  précisément  le  déterminant  A  qui, 
égalé  à  zéro,  exprimerait  que  j^2, . .  *^yp  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et  homogène  (n®  341).  Et  comme  on  a  supposé  j'i, 
^%,  . . .,  yp  linéairement  indépendantes,  A  n*est  pas  nul. 

On  exprime  ainsi  c'^,  c',,  ...,  c]^  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  c', ,  sous  la  forme 

a^,  as,  ...  étant  des  fonctions  connues  de  x. 

En  dérivant  ces  relations,  on  exprime  les  dérivées  successives 
de  Cj,  c'j,  ...  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  c\  et  de  ses 
dérivées  jusqu'au  même  ordre;  portant  ensuite  ces  valeurs  dans 
Téqualion  F  =  o,  on  obtient  une  équation  linéaire  et  homogène, 
enlre  c',,  c',  ...,  c^"~p^^\  cesi-d-d\rc  d'ordre  n  — p par  rapport 
a  c.. 

Supposons  qu^on  puisse  l'intégrer;  soit  c\  sa  solution  générale, 
on  aura  d  par  une  première  quadrature;  puis  de  la  relation 

c  5  —  a,  c\ , 
on  déduira 

cj  =    la,  c\  dur, 

et  ainsi  de  suite,  c'esl-à-dire  que  C2,  C3,  ...,  Cp  s'obtiendront 
paryp  —  i  /io£/pe//e^  quadratures,  soit  en  lout/>  quadratures,  et  la 
solution  générale  de  la  proposée  (i)  sera  donnée  parla  formule 

Les  n  constantes  arbitraires  proviendront:  i®  dès  n  — p  cons- 
tantes que  contient  c\,  solution  générale  d'une  équation  d'ordre 
n  — p'j  2®  des  p  constantes  introduites  par  les  p  quadratures. 

Cette  méthode  de  la  variation  des  constantes  est  due  à  La- 
grange. 
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344.  Corollaire.  —  Si  l'on  counait  (n  —  i)  solutions  indépen- 
dantes de  l'équation  d'ordre  n  sans  second  membre,  on  saura 
l'intégrer,  car  on  la  ramènera  à  une  équation  analogue  du  premier 
ordre,  qui  s'inlègre  immédiatement  par  une  quadrature. 

En  particulier,  soit  j'^  une  solution  de  Féquation  du  second 

ordre 

yH-PyH-Qv  =  o; 

pour  achever  l'intégration,  on  posera  y  =  cj',,  d'où 

<^>iH-c'(2y|H-P7i)  =o; 

c'est-à-dire 

e"        'i  v\  -^  P>'i 

c  yi 

Intégrons;  il  vient 

loge' -h  -2  log^'i  H-    /   Vdjp  :=  logrt. 


ou 


d'où 


c  = 


c'=  Cj  — j  e   ^         ,         (  r*  =  ooiislanle  arbitraire), 


=  Cj   /   \  — i  ^   *^  jdx-hc'i,         (C|  =  constante  arbiirairej. 


cl 


C'est  l'intégrale  générale  cherchée. 

Equations  linéaires  avec  second  membre, 
345.    Forme  de  l'intégrale  générale.  —  Soit  l'équation  d'ordre  n 

linéaire  et  à  second  membre;  désignons  par  Yo  une  quelconque 
de  ses  solutions;  si  nous  posons 

/  =  --+-  Yo, 
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z  élaiil  la  nouvelle  inconnue,  nous  obtiendrons  évidemment  pour  z 
l'équation 

ce  qui  monlre  que  z  est  la  solution  générale  de  l'équation  pro- 
posée, dans  laquelle  on  aurait  supprimé  le  second  membre.  L'in- 
tégrale de  la  proposée  avec  second  membre  est  donc 

y\i  *''^yn  étant  /{  solutions,  linéairement  indépendantes,  de 
l'é(juation  sans  second  membre. 

346.  Théorème.  —  Si  l'on  connaît  p  soi  niions,  ij,  ...,  yp^ 
linéairement  indé pendantes,  de  l' équation  sans  second  membre , 
l^ intégration  de  Inéquation  avec  second  membre  se  ramène  à 
ce  lie  d^  une  équation  linéaire  à  second  membre,  d'ordre  n  — p, 
etàp  quadratures. 

Il  suffit,  pour  rétablir,  de  reproduire,  sans  aucun  changemenr, 
la  méthode  et  les  calculs  du  n"  3i3. 

En  particulier,  supposons  qu'on  connaisse  n  solutions  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  c'est-à-dire  qu'on  sache  l'intégrer:  ou 
obtiendra,  par  n  (piadratures,  l'intégrale  de  ré(|uation  aver 
second  membre. 

Ainsi,  l'équation  sans  second  membre  étant  intégrée^  on 
saura  intégrer  l'équation  avec  second  membre.  Cette  proposi- 
tion est  importante;  aussi  allons-nous  reprendre  les  raisonne- 
ments et  calculs  qui  servent  à  l'établir. 

347.  Soient  donc  n  solutions  particulières,  j*i,  y.2,  •  •  m  J^'/m 
linéairement  indépendantes,  de  l'équation  sans  second  membre; 
posons,  dans  l'équation  avec  second  membre, 

yi  =  ^1  Ji  -+-  C2/î-h. .  .-h  r„7«, 

Ciy  ...,  c,i  étant  n  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons  lier 
par  n — i  relations  à  notre  choix.  Nous  prendrons  les  (/i  —  i) 
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relu  lions  siii  vantes 


(<:> 


2 


^nfi-^-o. 


c'ixr'  =o. 


H  en  résiillc  <|iie  les  [n  —  i)  pi'emiùres  dérivées  de  y  sonl  les 
mêmes  que  si  C|,  ...,  Cn  étaient  des  constantes;  cV'St-à-dire  que 


[\\\i\ 


y  =^ny/"-r'^c}r^/^-^ 


Portons  ces  valeurs  dans  réqualion  à  second  membre;  les 
termes  en  C|,  ..  .,  r,,  dis|>arjissent  in"  3i3),  et  il  reste  seulement 

2'-;vr;/'-''-v. 

Celte  é((uation  et  les  (fi —  i  )  relations  (C)  donnent  <•,,<•!,,  ••.,<'',| 
en  fonction  de  x,  par//  é(|nations  du  premier  ordre.  Ces  équations 
sonl  compatibles,  car  le  déterminant  des  coel'licientsdes  inconnues 
est  le  délerminant  A,  qui,  ég^alé  à  zéro,  exprimerait  (|ue  j'i,  j^.j^  •••? 
}'„  sont  liées  par  une  relation  linéaire  :  comme  on  a  supposé  ces 
ibnctions  linéairement  indépendantes,  A  n'est  pas  nul. 

On  peut  donc  résoudre  les  équalions  considérées  par  rapport 
à  c\^  c[j,,  .  . .,  c]^  :  on  a  ainsi 
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Uj,  ...  étant  des  fonctions  de  x\  d*où,  par  n  quadratures, 

Ci—   I  Uicbr-h  X/, 

X/  étant  une  constante  arbitraire.  Si,  enfin,  l^on  porte  ces  valeurs 
dans  Texpression  de  y^  il  vient 

Telle  sera  la  solution  générale  de  Inéquation  avec  secoue! 
membre,  déduite,  par  n  quadratures,  de  l'intégrale  générale  do 
Téquation  sans  second  membre.  c.  q.  f.  d. 

348.  Exemple.  —  Reprenons  Téquation  du  premier  ordre 
(n^  253) 

L'équation  sans  second  membre,  -^-|-Py=ro,  s'intégre  de 
suite  par  séparation  des  variables;  sa  solution  est 


r 


fvfU 


Portons  cette  valeur  dans  (8),  en  regardant  c  comme  une  fonction 
de  x:  les  termes  en  c  disparaissent;  il  reste 

f^'*^  de      ^ 
d'où 

/'  Çvdj 

c=z—   I  Oe^' 


ce  qui  donne,  pour  la  solution  générale  de  (8), 

y  =  de  *^        —e^  j  Qe»^        dx. 

C'est  au  fond  la  méthode  du  n*'  233;  les  notations   diflereol^ 
mais  les  calculs  sont  identiques  :  c  est  la  fonction  désignée  au 

-  ^P  dx 

n"2o3  par  a;  e  "         est  r. 
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349.    Remarque.  —    Soient    deux  équations    linéaires    ayant 
même  premier  membre  : 

(9)  £+---^^->'  =  ^" 

(10)  ^-^•••-^^>'  =  ^'*î 

si  Y,  est  une  solution  de  la  première  et  Y2  une  solution  de  la 
seconde,  Y|  +  Y^  sera  la  solution  de  la  même  équation,  où  le 
second  membre  serait  V|  -h  Va  : 

Il  suffit,  pour  le  voir,  d^ajouter  les  relations  qui  expriment 
que  Y|  et  Ya  vérifient  respectivement  (9)  et  (lo). 

Cette  remarque  est  souvent  utile  lorsqu'on  cherche  une  solution 
particulière  d\ine  équation  linéaire  à  second  membre. 


II.  —  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  PARTICULIÈRES. 


I**  Equations  à  coefficients  constants  sans  second  membre. 
350.  On  sait  les  intégrer  complètement;  elles  sont  de  la  forme 

^}  ""t/t  ^désignant  des  constantes.  Posons  en  effet  avec  Euler 

s  étant  une  constante,  que  nous  chercherons  ù   déterminer  de 
manière  que^  satisfasse  à  Téquation  (i).  Nous  avons 

dy  rf«  y 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  (i)  ;  le  résultat  est 

e5u.-(,»4-  ûtf '*->  4-, . .  -h/5  -h  ^), 
H.  —  II.  25 


'386  TROISIEME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

et  cette  quantité  sera  nulle  si  5  est  racine  de  Téquation,  dite  carac- 
téristique, 

(•2)  5" -+- rt5«-» -I- . . . -h/5 -h  j§^  =  o. 

Si  cette  équation  a  ses  n  racines  distinctes,  S\^  s-^^  •-•9^/0  oa 
aura  ainsi  n  solutions  particulières  de  (i):  e^»'',  ...,  ev**.  Je  dis 
qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène  entre  ces  solu- 
tions, c'est-à-dire  (n"  341)  que  le  déterminant  A 

Si  e*f^         Sf  e^^'^        ...       s,i  c""*- 


n'est  pas  nul.  Si  l'on  divise  en  effet  les  termes  de  la  première 
colonne  par  e*!-^,  . . .,  ceux  de  la  dernière  par  (^"-^j  ce  déterminant 
se  réduit  à  celui  de  Vandermonde,  pour  les  éléments  5|,  ^2,  . . .,  s„; 
il  n'est  dès  lors  jamais  nul  si  ces  n  quantités  sont  différentes,  ce 
(jui  est  précisément  l'hypothèse. 

Il  en  résulte  (n°  342)  que  l'intégrale  générale  de  la  proposée  {t) 
est  donnée  par  la  formule 

C|,  C2,  •  ••)  Cft  étant  des  constantes  arbitraires. 

351.  Reste  à  examiner  le  cas  où  l'équation  caractéristique  (2) 
aurait  des  racines  égales  :  voici  la  méthode  proposée  par  d'Alem- 
bert. 

Supposons  qu'il  y  ait  une  racine  double,  ^i  :  faisons  varier  infi- 
niment peu  les  coeflicients  a,  ...,/>  ^>  ^^  manière  que  l'équation 
caractéristique  n'ait  plus  de  racine  double  ;  elle  aura  alors  deux 
racines,  s'  et  5",  voisines  l'une  de  l'autre  cl  de  s^,  auxquelles 
correspondent,  pour  l'équation  différentielle,  les  solutions 

qu'on  peut  remplacer  par 

^s'x gSX 

dont  la  dernière  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des 
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deux  premières.  Si  l'on  fait  tendre  s"  vers  5',  cette  seconde  solu- 
tion tend  vers  la  dérivée 

d 

/>Sie 

ils  ' 

m 

pour  5  =  y  ;  c'est-à-dire  vers  xe^t^,  puisque  lim5'=  5|. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  Cj  et  Cj  deux  constantes 
arbitraires,  l'équation  différentielle  proposée  est  vérifiée  par  la 
fonction 

Tel  est  le  terme  qui,  dans  l'intégrale  générale,  correspond  à  la 
racine  double,  5|  ;  il  renferme  deux  constantes  arbitraires,  et,  par 
suite,  l'intégrale  générale  de  (i),  si  l'équation  caractéristique  n'a 
pas  d'autre  racine  multiple,  est 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  de  la  racine  triple, 
et  ainsi  de  suite,  et  l'on  verrait  que  les  termes  de  l'intégrale  géné- 
rale qui  correspondent  à  une  racine  multiple  5|,  d'ordre  A*,  sont 
les  Â'  termes 

mais,  ce  résultat  une  fois  prévu,  il  vaut  mieux  l'établir  directemenU 


352.  Remplaçons  à  cet  effet  y  par  e^^  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (1),  et  posons 

ç(5)  =  5«-i-  as'^-^-h. .  ,-^fs  -r  g  ; 


il  vient  identiquement  : 


O) 


d^ 


rf«  » 


dx 


.  .4-/^-(e*-^)-h^e''-^=e*J?ç>(5). 


Dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  5,  en  intervertissant 
l'ordre  des  dérivations  dans  les  termes  du  premier  membre  ;  nous 
aurons 


(4) 


d^  d^-^  , 


f—(^xe'')^g(,xe")  =  e"[i>\s)-hx<f{s)\. 
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Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  s  : 

(■      =  c*'^[9'(s)-i- 2a:<p'(5)-T-rp*9(5)], 

et  ainsi  de  suite. 

L'équation  (3)  montre  qu'on  satisfait  à  l'équation  proposée  (i), 
en  posant  j/'  =  e*»-*",  St  étant  une  racine  de  0(5)  =  o. 

Si  5|  est  racine  double,  o'(st)  est  nul,  et  la  relation  (4)  montre 
qu'on  a  une  solution  de  (i)  en  prenant  j^  =  xc^x^)  ce  qui,  avec  c*»-^, 
fait  deux  solutions  correspondant  à  la  racine  5|. 

Si  S{  est  racine  triple,  ç''  {s\)  est  nul,  et  la  relation  (5)  montre 
que,  indépendamment  des  deux  solutions  précédentes,  on  a  la 
solution  j/'  =  x-e^t^^  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine,  5|,  de  Téquation  caractéristique  (2), 
correspond  ainsi  un  nombre  de  solutions  particulières  e'i"^,  xe^^^^ 
x^e^i^^  .. .,  égal  à  son  degré  de  multiplicité  :  l'équation  (2)  étant 
de  degré  /i,  on  a  par  là  n  solutions,  qui,  multipliées  par  des  con- 
stantes et  additionnées,  fournissent  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée (i).  Voici  dès  lors  le  résultat  final  : 

Si  Si,  50,  ...  sont  les  racines  de  V équation  caractéris- 
tique (2),  et  ki,  ki,  . . .  leurs  ordres  respectifs  de  multiplicité, 
C intégrale  générale  de  la  proposée  (i)  sera 

P^,_i  (x), . . .  étant  des  polynômes  en  x  d'ordres  A",  —  1 ,  Ar^  —  i ,  . . . 
dont  les  coefficients  sont  tous  absolument  arbitraires, 

3o3.  Remarque.  —  Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
imaginaires,  cette  formule  introduit  des  exponentielles  imaginaires 
qu'on  peut  faire  disparaître  comme  il  suit. 

Les  coefficients  de  Téquation  proposée  (i)  étant  supposés  réels, 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  caractéristique  sont  deux 
à  deux  conjuguées.  Soient  donc 

jçj  =  a  —  p  i, 

deux  racines  conjuguées,  multiples  d'ordre  A*.  Les  termes  corres- 
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pondants  de  l'intégrale  générale  sont 

ce  qu'on  écrit,  en  remplaçant  e'P^  et  e"'?-*  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  cos^^  et  sinp^, 

ou 

e^wf  cos  ^x Qa_i  (x)  -f-  c«*sin  Prr  Qi-i  (^), 

Q  et  Q'  étant  des  polynômes  en  J7,  d'ordre  A*  —  i ,  et  qui  sont  arbi- 
traires, puisque  Pa_i  et  P]^_,  le  sont.  On  a  ainsi  une  expression 
réelle. 

354.  Exemples.  —   i^  Soit  l'équation 


dx^ 


r=o; 


l'équation  caractéristique,  5*  —  1  =  o,  a  pour  racines  =t  1  et  ±1  ; 
donc  l'intégrale  générale  est 

Cx  e^  -r  cj  e-'  -H  Cj  cos  a?  -i-  c^  sin  ar. 
rî^  Soit  l'équation 

dx^  dx^  -^  ' 

Téquation  caractéristique,   5*H- 85^+ 16  =:  o    ou  (5^  4- 4)^=  ^^r 
a  pour  racines  doubles  db  ai";  donc  l'intégrale  générale  est 

(Ctar-T-  Cj)cos2a?-l-  {c\x  -\-  c'^)s\nix. 


u^  Équations  linéaires  à  coefficients  constants 

avec  second  membre. 

355.   Soit  à  intégrer  l'équation 

où  a,  6,  -..,/,  é'  ^^"^^  ^^^  constantes,  et  le  second  membre,  V, 
une  fonction  de  x. 
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On  intégrera  d'abord  réqualion  sans  second  membre,  et  Ton  en 
déduira  l'intégrale  de  l'équation  avec  second  membre  par  le  pro- 
cédé général  du  n®  347  (méthode  de  la  variation  des  constantes)  ; 
on  aura  ainsi  n  quadratures  à  effectuer. 

Cette  méthode  convient  quel  que  soit  V;  elle  est  même  gêné— 
ralement  la  seule  applicable  :  toutefois,  si  V  est  d'une  forme  par— 
liculière,  qui  va  être  indiquée  plus  bas,  on  pourra  trouver  une 
.solulion  particulière  de  l'équation  proposée,  et,  en  lui  ajoutant 
la  solution  générale  de  l'équation  sans  second  membre,  on  aura 
(n**  345)  l'intégrale  générale  de  (6). 

356.   Supposons  que  V  soit  de  la  forme 

V  =y(a~,  e**,  e?-*^,  . . .,  cosy^t,  sinY^*,  cos8a:,  sinôj?,  .. .), 

/  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  tous  les  termes  entre 
parenthèses,  et  a,  (3,  ...,  y,  S,  ...  des  constantes.  On  pourra 
d'abord  remplacer  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  expressions  en 
exponentielles,  et,  comme  le  produit  de  plusieurs  exponentielles 
go^est  une  exponentielle  de  même  forme,  V  pourra  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  somme  de  termes  :  SPe*^,  P  étant  un  polynôme 
entier  en  x,  La  question  est  alors  réduite  à  trouver  une  intégrale 
particulière  de  l'équation 

car,  si  l'on  détermine  ainsi  des  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  différents  termes  de  V,  leur  somme  sera  une  intégrale 
particulière  de  la  proposée,  comme  on  l'a  observé  au  n**  349. 

1°  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  d'exponentielle  au  second 
membre  de  (7),  c'est-à-dire  a  =  o;  l'équation  (^)  devient 

Vm  étant  un  polynôme  d'ordre  m  en  x  : 

V,n=  Aoa?"»-t-  Airp'»-»-r-...-h  A,„. 

On  voit  de  suite  que  l'équation  (8)  admet  pour  solution  partie 
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cuUère  un  polynôme  en  or,  Qm(^),  d'ordre  m.  Car  soit  posé 

on    aura,    en    remplaçant  y   par   Q;,,,    dans  (8),    et  égalant  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres, 

rt,^-+-     mfao    =A,, 


«/«  ^  ^-  nifani- 1  -+-...=  A,„, 


équations  qui  donnent  successivement  ao,  ai,  . . .,  ^/^  sans  ambi- 
guïté, pourvu  loulefois  que  g  ne  soit  pas  nul,  c'est-à-dire  qu'il  y 
ail  un  terme  en  jk  dans  l'équation  (8). 

Si  ^  est  nul,  et  si,  en  même  temps,  les  coefficients  de —-»  -f^y  •••> 
.  ^_j   sont  nuls,  l'équation  (8)  est  de  la  forme 

c^esl  une  équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  par  rapport 
il  -T-^;  d'après  ce  qui  précède  elle  admet  donc  comme  solution 
particulière  un  polynôme  Q^„X^)  d'ordre  m, 

dx^  -^'''<^^^ 

d'où  Ton  tire  pour  y^  par  k  quadratures  consécutives,  et  sans 
introduire  de  constantes  arbitraires,  la  solution /?a/7 te w //ère 

y  =  x'^Q,n(x), 

où  Q„,  désigne  un  polynôme  déterminé  d'ordre  m. 

2"   Reprenons  maintenant  l'équation  (7)  sous  la  forme  géné- 
rale 

d^  y  d*^ — ^  v 

pour  en  trouver  une  solution  particulière,  nous  ramènerons  ce  cas 
au  précédent  en  posant 
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z  étant  rinconnue  nouvelle.  Il  vient,  par  la  formule  de  Leibniz, 
d^Y        ^    r  ,  dz 


n(n— i)    „  ^d^z  d'f-^z       d^z  . 

I .  vi  dx*  dx"-^        dxf 


i] 


Portons  ces  valeurs  dans  (7);  nous  avons,  en  supprimant  aux 

deux  membres  le  facteur  e*^,  et  en  commençant  par  les  termes 

dz 
en-,  ^,  •••, 

I         /  dz    ,,    .         ï     d^z    -,    ^ 

i  I         df^z    ,.,,   ^  d^z       ^    ,    ^ 

c)(a)  désignant,  comme  plus  haut,  le  premier  membre  de  Téquation 
caractéristique,  à  savoira'*+ «a"~*H-...4-/a  4-^.  C'est  là,  en  w, 
une  équation  de  la  forme  (8). 

Donc,  si  o(a)  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  a  n'est  pas  racine  de 
Téquation  caractéristique,  la  transformée  (9)  admettra,  comme 
solution  particulière,  un  polynôme  Qm(^)»  d'ordre  m;  si  l'on  a 

c'est-à-dire  si  a  est  racine  multiple  d'ordre  k  de  l'équation  carac- 
téristique, la  transformée  (9)  admettra,  comme  solution  particu- 
lière, un  polynôme  de  la  forme  ^*Qm(«2^)j  Qm  étant  d'ordre  m  : 
d'où  résulte,  pour  l'équation  en  y,  la  solution  e*^j7*Q,«(x). 

357.  En  résumé  : 

On  aura  dans  tous  las  cas  une  solution  particulière  de  l'é- 
quation 

où  a,  , , .,  f^  g  et  CL  sont  des  constantes,  en  posant 

y^e^x^'q„,{x), 

Qm(^)  étant  un  polynôme  en  x^  de  même  degré  que  le  poly- 
nôme Pm(^)î  et  k  étant  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  a 
dans  l'équation  caractéristique.  Si  a  n'est  pas  racine  de  cette 
équation,  on  fera  A=  o. 
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Les  coefficients  du  polynôme  Qm(<a7)  se  détermineront  par  sub- 
stitution de  la  valeur  de  y  dans  l'équation  (7);  ajoutant  à  cette 
solution  particulière  la  solution  générale  de  l'équation  sans  second 
membre,  on  aura  T intégrale  générale. 

358.  Exemple.  —  Soit  Téquation 

^  +r  =  cosx. 

Le  second  membre  étant  la  somme  de  deux  exponentielles  de 
la  forme  e'-^,  <?~'-^,  et  l'équation  caractéristique  admettant  pour 
racines  ih  £,  une  %c\\\\À^xi  particulière  sera  de  la  forme 

A  et  tji  étant  des  constantes,  ou  encore,  de  la  forme 

a?(acosa7 -+- P  sinar), 

a  et  ^  étant  des  constantes  à  déterminer.  Substituant  à  y  cette 
valeur  dans  Péquation  proposée,  il  reste 

—  1%  %\liX  -H  2  ^  COSJ?  =  COS  Xy 

d'où 

la  solution  particulière  est  donc  -  J7sina^,et  l'intégrale  générale  est 

Y  =z  -  X  sina?  -H  Ci  %\Tix  -+-  Gj  cosa?. 


3*  Équations  d^ E uler  qui  se  ramènent  aux  équations 

linéaires  à  coefficients  constants, 

359.  Ce  sont  celles  du  type 

1  r/'»-»  y  ^  dy 

I   -+-  a{px  -4-  q)n-i  .^—-^  -h.  .  .^/{px  ^q)^^gy  =  o, 

/>,  <7,  6f,  .  » .,  f,  g  étant  des  constantes. 
Posons  d'abord 


1» 
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réqualion  devient 

Si  Ton  pose  maintenant 

/  étant  la  nouvelle  variable,  il  viendra 
dy  _  dy  dl  _^    _^  dv 

d\^   "  d\  V        dt)"  d\  dl\        dt)~^       \  dn         dt)" 


et  l'on  aura  évidemment,  d'une  manière  générale, 


dl^ 


A,  ...,  [A  étant  des  constantes.  Portant  ces  valeurs,  et  la  valeur  (ii>-) 
de  ç,  dans  l'équation  (ii),  on  voit  que  les  exponentielles  dispa- 

raissent,  car  e"'  provenant  de  i"  détruit  c~"'  provenant  de  —^\  il 

reste  alors  une  équation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  con- 

dv  d'^'Y  1,  .    .      ,  F^  *  • 

stants,  enj^,  -^>  •••>  -;y7^>  que  1  on  sait  intégrer.  IJesignon  s  cet  la 

équation  par  (E). 

Ce  résultat  une  fois  établi,  il  sera  inutile  pour  intégrer  l'équa- 
tion (lo)  ou  l'équation  (i  i),  qui  lui  est  équivalente,  de  passer  par 
l'intermédiaire  de  la  substitution  (12).  En  effet,  on  a  /i  solutions 
indépendantes  de  l'équation  (E)  par  les  expressions 

5|, ...,  Sn  étant  les  racines  supposées  inégales  de  l'équation  carac- 
téristique correspondante.  L'équation  (11)  admet  donc  les  n  solu- 
tions indépendantes 

et  il  est  aisé  de  déterminer  directement  5j ,  . . . ,  s,i.  Ecrivons,  pour 
cela,  que  $*  est  une  solution  de  (i  i)  ;  nous  avons,  en  divisant  par  Ç*, 

\  P''S(S  -l)...(5  —  n-+-l) 

\l'i  ) 

{    H-  a/?«-l5(5  — l)...(5  — /H--2)-i-.  ,.-^fpS-k-  g  =  0, 
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équation  qui  donne,  pour  s,  n  valeurs,  qui  sont  St,  s^t  »  •  »,  Sfi. 
L'équation  (i3)  est  donc  identique  à  Téquation  caractéristique  de 
Inéquation  (E). 

Si  inéquation  caractéristique  de  (E)  a  une  racine  multiple  5|, 
d'ordre  A",  (E)  admet  comme  solution 

Pa— I  désignant  un  polynôme  à  coefficienls  arbitraires  ;  donc  l'équa- 
tion  (i  i)  aura  la  solution  correspondante 

Ainsi,  pour  intégrer  l'équation  (i  i),  on  formera  Téquation  (i3); 
soient  5|,  52,  ...  ses  racines,  supposées  d'ordres  A,,  Â'2,  ...  de 
iTiultiplicité  :  l'intégrale  générale  de  (i  i)  sera  donnée  par 


^=t*«P*._l(logï)-+-$^aP,-^_,(10gO 


•  î 


les  P  étant  des  poljnomes  en  logÇ,  d'ordre  égal  à  l'indice,  et  de 
coefficients  tous  arbitraires. 

Par  suite  enfin,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (10)  sera 
évidemment 

exemple,  —  Pour  l'équation  du  type  (10), 

,d^y  dy 

l'équation  (i  3)  est  5(5  —  1)  —  5-1-1  =  0,  et  admet  la  racine  double  i. 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

y=  ar(cilogar-i-C2), 
C|  et  C'x  étant  des  constantes  arbitraires. 


m.  —  SYSTÈMES  LINÉAIRES. 


360-  Les  systèmes  linéaires  canoniques  (n°  326)  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  équations  linéaires  à  une  seule 
înconDue. 


396  TROISIÈME   PARTIE.    --   ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

Leur  lype  général  est,  si  l'on  désigne  par  jk?  ^?  ^»  w,   ...   le: 
inconnues, 

'    ^-i-Pl>'4-Qi-5-i-R,f-4-Sif/-4-...=  Vi, 

dz 
/c   .  j  -j — h  Pî/ +  Qj3 -f- Ra^-f-SîM -f-...  — Vj, 

(oo  )  \  ax 

dt 

-7 — H  V^y  -f-  Qs  -  -f-  R3  '  -+-  Sj  «^  H- . . .  =  V3, 


le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  inconnues,  et  les 
P,  Q,  R,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  de  x  seul. 

Si  Vi,  Vo,  - .  •  sont  tous  nuls,  le  système  est  dît  sans  seconds 
membres. 

L'intégration  du  système  (So),  d'ordre  /i,  c'est-à-dire  à  n  in- 
connues, peut  se  ramener  à  celle  d'une  seule  équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  /i. 

Dérivons  en  effet  (/z  —  1)  fois  chacune  des  équations  (Sq)  :  nous 

obtenons   en  tout   n -{- n{n  —  1),   ou   n-^  équations  linéaires   en 

dy  d'^y  dz  d' z  .       ,  , , 

^^'di'  '"'d^'  ^'^'  •••'  5Ï^'  ***'  entre  lesquelles  nous  pou- 

,1-     .  I       .  dz  d^  z      ,    dt 

vons  éliminer  les  inconnues  2,  ;t-  >  '  -  ->  -f—,  l   t^  -7-»  •  •  •>  qui  sont 

au  nombre  de  {n -{-  \){n —  1),  ou  n- —  1.  On  arrive  ainsi  à  une 
équation  linéaire  en  y^  qui  est  généralement  d'ordre  n.  Celle-cî 
intégrée,  les  équations  précédentes,  en  général,  donnent  linéaire- 
ment les  autres  inconnues  :;,/,...  (et  leurs  dérivées),  en  fonc- 
tion dey  et  de  ses  dérivées. 

Celte  marche  est  avantageuse  si  le  nombre  des  inconnues  est 
peu  élevé;  dans  les  autres  cas,  il  vaut  mieux  essayer  d'intégrer 
directement  le  système.  On  va  indiquer,  dans  ce  but,  les  propriétés 
les  plus  importantes  des  systèmes  linéaires  et  de  leurs  solutions. 


Systèmes  linéaires  sans  seconds  membres, 

361.  Considérons  le  système  (So)5rt;25  .ç^co/irf^  membres,  c'esl- 
ù-dire  où  tous  les  V  sont  nuls  :  il  est  clair  que  si  j^i,  ;;|,  t^y  ... 
forment  un  système  de  solutions,  ce  que  l'on  appellera  plus 
brièvement  une  solution,   C\y\,  CfJi,  C\t^j   ...    sera  une  autre 
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solution.  De  mème^y^y  ^2j  '2?  •••  étant  une  solution,  Ci^i-f- c^j^a, 
Ci  3|  -h  C2^'2i  ^i  '«  -+■  CiC2,  . .  •  en  sera  une  autre. 

Si  l'on  a  p  solutions  (p^n)  :  j^i,  i;i,  f|,  . .  .;y;,,  Zp,  tp^  ,..;  on 
dira  qu'elles  sont  indépendantes  si  Ton  ne  peut  trouver  un 
système  de  constantes,  Cf,  C2,  .-. .,  Cp^  simultanément  différentes 
de  zéro,  telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  Xj 

Cpj'p  ^Ciyi-\-  ciyi -h . . .  -t-  Cp^iy-p-i , 

^ P^P  =  C|  ^i  -+-  Cj/GjH-.  .  .     -  Cp—i  Zp.-i^ 
f'p  tp  r=  Cl  ti  -{-  Cifi-^  .  .  .-h  Cp^i  tp-\, 


Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'un  au  moins  des  déterminants 
d'ordre/)  formés  avec/?  colonnes  du  tableau 


(I) 


yii  ^ïi  fit  '  '  -1 

y-ij  ^it  ^ti  •  •  •  1 

. . ,  . . ,  . .,  ...  ? 

J^pl  '^/M  *Pl  •   •   •  ï 


soit  différent  de  zt'ro. 


362.  Théorème.  —  SI  Von  connaît  p  solutions  indépendantes 
d'un  système  d* ordre  n  sans  seconds  membres,  V intégration  de. 
celui-ci  se  ramène  à  V intégration  d^un  système  sans  seconds 
membres  d^ ordre  n  — />,  et  à  p  quadratures. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  /i  =  3  et  /?  =  2.  Le  système  est  alors 
;7^ -^  Pi  J  ^- Qi  ^ -^  ï^i  ' -+- S|  a -h  Ti  1^  =  o, 

^  -^  »V  H-  Ql-3  H-  Rî<  H-  S,  w  -i-  Tî^'  =  o, 
^^^  -^  """  ^^-^  "^  ^^^  -^  R3'  -^  S3W  -+-  Taf'  =  o, 

aX 

~y-  -+-  Pj^-HQs^-i-  Rs^H-SjM  H-  Tji^  =  O. 

On  connaît  les  deux  solutions 

yu   -I.    ^>    ''!>    ^ii 

yji      -Sj,      ^j,      Mj,      v'j. 
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Si  elles  soQt  iadëpendanles,  un  au  nioius  des  déterminants 
foriués  avec  deux  colonnes  de  ce  tableau  n^esl  pas  nul;  soit 
V\^2 — ^iJ^2<o-  Posons  alors 

(•2)  -       /=  Y/|  H-Z/j  -f-0, 

j  u  =  Ywi  -hZiii-h  w, 

1    «'  =  Yi',-hZi'j-4-T,, 

V,  Z,  9,  Uy  Y)  étant  les  nouvelles  inconnues.  Si  Ton  substitue  ces 
valeurs  de  ^,  z,  /,  w,  i',  dans  le  système  proposé  (S),  on  obtient 
cinq  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  Y,  Z,  6,  u,  T4 
et  à  leurs  dérivées;  dans  ces  équations  les  termes  en  Y  et  Z  dispa- 
raissent, car  le  système  est  vérifié  si  Ton  suppose  YetZ  constants 
et  0,  'j,  7j  nuls;  il  reste  donc 

^'J  ^A'  ^/Z  , 

^x  -^  '"  ?.■  +  «.  3:;  +  R*0  +  S»e  +  T,r.  =  o, 

dT^  d\  dL        DUC        .    'T 

Des  deux  premières  on  peut  tirer  (puisque  j^^i^a — -^aVi^o) 

-y-  et  -T-  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  6,  u,  tj;  portant  ces 

valeurs   dans   les  équations   suivantes,    on    obtient   un   système 
linéaire,  sans  second  membre,  aux  trois  inconnues  0,  u,  r^,  et  de 

la  forme 

dSS 


^      .   U,0-H  V,'j-h\ViYi  =  o, 

(1)  { ^-+-U2e-i-v,j4-\v,ïi  =  o, 

dr 

-r  -i-UaOH-Vju-h  W,Tri  =  o. 
ajr 

Ce  système  intégré,  les  deux  premières  relations  (3)  donneront 
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//Y         //7 

-7—  el  -T-;  d'où  Y  et  Z  par  deux  quadratures.  Enfin  les  équa- 
tions (2)  fourniront  explicitement  les  anciennes  inconnues. 

C.     Q.     F.     D. 

363.  Corollaire.  —  Soit  6,  u,  y|  une  solution  particulière  de  (4)  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  Y  et  de  Z  étant  déterminées  par 
deux  quadratures  à  Taide  des  deux  premières  relations  (3),  les 
foroiules  (2)  fournissent  une  /i02/(^e//e  solution  du  sj^stème  consi- 
déré :  cette  solution  et  les  deux  solutions  primitives  j^'i,  :;|,  /,, 
//i,  i'i  ;  j^2j  -^o,  ^2,  i/sî  ^'1  sont  indépendantes;  car  si  6,  par 
exemple,  est^o,  le  déterminant 


yi  -s  ti 


ou    0 


n^est  pas  nul.  Ainsi,  ù  />  solutions  indépendantes  on  peut  en 
ajouter  une  nouvelle,  formant  avec  elles  un  système  de  y;  -h  i 
solutions  indépendantes. 

Or  une  solution  )'|,  ^1,  /,,  ...,  forme  à  elle  seule  un  système 
indépendant,  car^,,  3|,  ^1,  ...  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  :  donc,  en 
allant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu'il  existe  un  système  de  n 
solutions  indépendantes ,  n  étant  V ordre  du  système  proposé, 

364.  Soit  donc  un  système  quelconque  de  n  solutions  indé- 
pendantes {y^  ^1,  ^1,  •  •  •))  '"•>  (yny  ^m  ^/M  •••)>  P'^w  obtenir  la 
solution  générale,  posons  dans  le  système  proposé  (S) 


(^) 


C|,  C21  . ..,  Cn  étant  les  n  inconnues  nouvelles.  Le  système  trans- 
formé ne  contiendra  pas  de  termes  en  d,  C2,  ...,  c„  (n"*  362) 
puisque,  si  C|,  ...,  Cn  sont  constants,  les  écfuations  (5)  donnent 
une  solution  du  système.  Il  restera  ainsi 


dct 


dct 


dc^ 
dx 


dCn 
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yi  yt    '•'  yn 


(l^où,  puisque  le  déterminant 


clc\        dc\  dc,i 

=  0, 


est  supposé  ^  o, 


dx~'  dx  ~ dx 

c'est-à-dire 

C|  =  const.,         Cj  =  const.,         .... 
Donc  : 

365.  Théorème.  —  La  solution  la  plus  générale  d^un  sys- 
it)me  linéaire   sans   seconds    membres   est   fournie   par    les 

formules  (5),  oùct,  c^,  ...,  c»  désignent  des  constantes  arbi- 
traires, et  (yijZijtiy  ,,.)^  ...,  (^'„,  3„, /„, ...),  n  solutions  parti- 
ru  Hères  indépendantes,  quelconques  d'ailleurs. 

Systèmes  linéaires  à  seconds  membres. 

366.  Soit  par  exemple  le  système  d*ordre  trois 

dy 

(^•)        <ë-^p«^^ ='- 

dt 

Si  Ton  en  connaît  une  solution  particulière  Yo,  Zq,  Tq,  on  le 
ramènera  à  un  système  sans  seconds  membres  en  posant 

j'  =  Y  -+-  Yo,        <5  =  Z  H-  Zo,        /  -.  T  H-  To, 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  ce  que  Y,,,  Z^,  To   est  une 
solution, 

^  +  PiY-+-QiZ-f-RjT  =  o, 

dJ'  Tï     V 


dx 


-\-  PjY-h =  o. 


C'est  le  système  (S|),  sans  seconds  membres.  L'intégrale  géné- 
rale du  système  à  seconds  membres  est  donc  de  la  forme 

(G)  ^     5  =  Zo-+- C|.5| -4- Cji-2  -h  C8-3, 

'    /  =  To  -^  C|  /|  -f-  Cj  /j  4-  cs  /j, 
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V«,  -^i,  /|,  ..  '',yzj^zj  ^3)  élant  trois  solutions,  indépendantes  entre 
elles,  du  système  sans  seconds  membres. 
On  établit  comme  au  n®  362  que  : 

367.  Théorème.  —  Si  l'on  connaît  p  solutions  indépendantes 
du  système  sans  seconds  membres  y  l'intégration  du  système  à 
seconds  membres  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  à 
seconds  membres  d'ordre  n  — p^  et  à  p  quadratures. 

Les  raisonnements  et  les  calculs  sont  exactement  ceux  du  n*'  362. 
En  particulier  : 

368.  Corollaire.  —  Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  du 
système  sans  seconds  membres,  on  saura  intégrer  le  système 
avec  seconds  membres,  à  l'aide  de  n  quadratures. 

On  posera  pour  cela,  dans  le  système  d'ordre  /^,  à  inconnues 

y^  z^  • -  •  1 

Y  =  Ciyx  -^  cryt  -4- . . .  -+-  Cnyn^ 


r,,5<,  ...;  . . .;  JK//)  ^/»>  •  •  •  étant  les /i  solutions  connues  du  sys- 
tème sans  seconds  membres,  et  C|,  C2, .  •  ^  ^n  étant  les  n  inconnues 
nouvelles;  le  système  à  seconds  membres  se  réduira  alors  à 

dcy  dc„      ., 

•^'^■^•••^•>''':^  =  ^" 

dc\  dcn  _  ^ 


on  en   tirera  -j^j  •••>  ^;   et  l'on   aura  ensuite  C|,   Ca,    ...,  c„ 
par  n  quadratures. 


H.  —  II  26 


4oi 
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Systèmes  linéaires  à  coefficients  constants, 
sans  seconds  membres. 

369.  Ils  sont  de  la  forme  (ai  =  3,  par  exemple)  : 


(7) 


S 


dx 

dz 
dx 

dt 

\  dx 


piy-^^i' 
pty-^gt 

pzy-^q^ 


-h  r<it  =  o, 
-{-  r^t  =  o, 


lies  /?,  q^  r  étant  des  constantes.  On  sait  les  intégrer,  ce  qui  est 
évident  a  priori,  puisqu'on  pourrait,  par  dérivations  et  élimina- 
lions,  réduire  le  système  à  une  équation  différentielle  ordinaire 
(n®  360)  dont  les  coefficients  seraient  constants. 

Pour  faire  directement  l'intégration,  cherchons  des  solutions 
particulières  de  la  forme 

7h,  [jl,  V,  s  étant  des  constantes.  Substituant  dans  (7)  et  divisant 
par  e*-^,  on  trouve 

(8)  I  X7>,  -4- iJi(*-f-<7ï)-^^''î=o» 

Les  constantes  X,  |jl,  v  ne  devant  pas  être  nulles  à  la  fois,  on  aura 


=  0, 


équation  du  troisième  ordre  en  s  (en  général  d'ordre  /i)  dite  équa- 
tion caractéristique  du  sj^stème  (7).  Soient  54,  53,  53  ses  trois 
racines;  pour  5=:5|,  les  équations  (8)  se  réduisent  à  deux  et 
donnent  des  valeurs  proportionnelles,  X|,  |i.|,  V|,  des  constantes 
)^,  [JL,  V,  d'où  la  solution 


s-\-pi 

^1 

f'i 

Pi 

S-^fJt 

/'î 

Pi 

^3 

S  ■+■  r  j 
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De  même,  si  5|,  ^2,  ^3  sonl  distincls,  on  aura  les  deux  autres 
solutions 

^=^3^*3',         ,         ; 

d^oii  Ton  déduira  la  solution  générale 

jr  =  cXiC'i^-!-  CjX|e^i^-h  cjXje^j-^, 
z  =  Ciixi  e*i* ■+-  cj  [jLj  e*â* -+-  C3  [JL3  e*i^, 


/  =  Cl  vi  e*i*-f-  Cj  V|  e^i-'-i-  C3  V3  e* 


or 


en  admettant  toutefois  que  les  trois  solutions  sont  indépendantes, 
et  roii  peut  établir  qu^elles  le  sont  si5(,  s^^  ^3  sont  distincts. 

370.  Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  n  solutions  distinctes  du  système 
proposé;  on  peut,  en  ce  cas,  trouver  les  solutions  qui  manquent 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  d'Alembert  (n**  351). 

Pour  faire  comprendre  la  métliode,  prenons  un  cas  particulier, 
soit  le  système  » 

Les  équations  (8)  sont  ici 

IX (5 —  3)-h  a  =  o, 
—  4^  -^  a(5-f-i)  =  o; 

d^où  Téquation  caractéristique 

{s  —  3)(5 -+- i)-h  4  =  o,         c'est-à-dire         {s  —  i)*==  o. 

Il  y  a  une  racine  double  5  =  1. 

Modifions  infiniment  peu  les  coefficients  de  la  seconde  équa- 
tion du  système  proposé  de  manière  que  l'équation  caractéristique 
ait  deux  racines  s'  et  sf'  inégales,  voisines  de  i;  la  première  des 
«*qualions  (8'),  dont  les  coefficients  dépendent  uniquement  de 
ceux  de  la  première  équation  (S'),  n'a  pas  changé;  elle  donne 
pour  X  et  [X.  les  valeurs  proportionnelles 

X  =  i,        jjL  =  —  5-h3; 


4o4  TROISIÉUE   PARTIE.    —   EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

d'où  les  deux  solutions  du  système 

(9')  r  =  «''^         -3=(— 5'-+-3)e*'-^, 

et 

y  =  c*'^,        5  =  (—  5'  -h  3  )  e*'-»^. 

On  peut  remplacer  la  seconde  par  la  combinaison 

•^""      s" —s'     '  '^■"  7^=7?  ' 

si  Ton  fait  tendre  s'^  et  s'  vers  i,  cette  solution  devient,  à  la  limite, 

pour  5  =  1,  c'est-à-dire 

y=zxe^^        z  =  e^( — 1 -h  237). 

Cette  solution  jointe  à  la  solution  (9'),  où  5'=  i , 

fournit  la  solution  générale 

qu'on  eût  aussi  obtenue  par  la  méthode  du  n°  360. 

En  général,  si  l'équation  caractéristique  a  une  racine,  s,  multiple 
d'ordre  /r,  on  cherchera  des  solutions  de  la  forme 

y  =  Xoe**-H  Xiarc^^-f-, .  .-f-  X;t-ia?*~*e'-*^, 
5  =  /jio  e^^-H -+-  [ik-i  a:^-*  c*-^, 


et  l'on  déterminera  les  coefficients  Xi,  [x/,  ...,  par  substitution 
directe.  On  trouvera  ainsi  que  ces  coefficients  dépendent,  d'une 
manière  linéaire  et  homogène,  de  A*  constantes  arbitraires;  d'où 
A*  solutions  correspondant  à  la  racine  multiple  d'ordre  A\ 

371.  Remarque  I.  —  Les  systèmes  d'équations  différentielles  à 
coefficients  constants,  avec  ou  sans  seconds  membres,  se  ren- 
contrent dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Mécanique  et  de 
Physique  mathématique,  où  l'on  étudie  de  petits  changements 


CHAPITRE   IV.   —   ÉQUATIONS  LINÉAIRES.  4o5 

d'étal  d'un  système  :  par  exemple,  dans  la  théorie  des  petites 
oscillations,  des  vibrations  élastiques,  des  ondulations  lumineuses, 
des  remous,  etc. 

En  effet,  dans  l'élude  de  ces  phénomènes,  on  regarde  les  corps 
comme  composés  de  molécules  séparées,  dont  chacune  a  un  petit 
mouvement  :  soient  j^,  z,  ty  . ..  les  distances  de  ces  molécules  à 

leur  position  d'équilibre,  scie  temps;  les  vitesses  -j-,  ^t"»  •••  sont 

supposées  fonctions  du  temps  et  de  la  position  des  molécules  à 
l'instant  considéré,  en  sorte  que  l'on  a 

Les  mouvements  étant  très  petits,  jk?  -s,  •  •  •  sont  voisins  de  zéro, 
€l  l'on  remplace  fi  par  //(^,  0,0,.. .)  -\-y  )     -H  ^  iT  +  •  •  •  »  ^^ 

se  bornant  aux  termes  du  premier  degré  en  y^  z^  ...  ;  les  équations 
du  problème  prennent  alors  la  forme 


les  P,  Q,  . . .,  V  étant  des  fonctions  du  temps  x.  C'est  un  système 
linéaire  à  coefficients  variables. 

Mais,  la  plupart  du  temps,  le  système  matériel  considéré  n'est 
soumis  qu'aux  influences  mutuelles  de  ses  parties,  ou  à  des  actions 
qui  dépendent  uniquement  de  la  position  de  ses  molécules,  de 
sorte  que  le  temps,  x,  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  fonc- 
tions y4,y2  •  •  •?  ni  par  suite  dans  les  fonctions  P,  Q,  V.  Le  système 
d'équations  différentielles  est  alors  à  coefficients  constants  (géné- 
ralement sans  seconds  membres)  et  de  là  vient  l'importance  des 
systèmes  de  cette  nature. 

372.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  intégrer  un 
système  d'équations  linéaires,  à  coefficients  constants,  sans  seconds 
membres,  de  le  ramener  d'abord  à  la  forme  canonique  comme 
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nous  l'avons  supposé.  Soit  par  exemple  le  système 

cfx^  ax  ax^  ax 

où  A,  B,  ...,  F'  sont  des  constantes.  On  Tinlégrera  de  suite  en 
cherchant  des  solutions  de  la  forme 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  et  divisant 
par  e^^j  on  a 

l  \{ks^'  -+-  B^  --h  C)  4-  ji.(D5*  -h  E.Ç  +  F)  =  o, 


d'où 

A52-1-B5-1-G       D52-4-E5-f-F 

A'5î-+-  B'5  -f-  C      D's^-h  E'5  H-  F' 


=  0, 


équation  en  s  qui  a  quatre  racines,  5|,  ^2,  A'3,  ^i-  Pour  5  =  ^i,  les 
équations  (1 1)  se  réduisent  à  une  seule,  la  première  par  exemple, 
d'où  l'on  tire  les  valeurs  proportionnelles  de  X  et  [jl;  ce  qui  donne 
la  solution 

•^i=(D5Î-HE5,-+-F)e*t*,        5,  =  — (A5Î+B5,-+-  C)«*.'. 

Les  racines  53,  53,  s^^  donneraient  de  même  des  solutions  j^'a,  z^i 
y^i  -^aî  y\i  ^\\  et  il  est  clair  que  l'on  aura  une  soUilion  du 
système  (to)  en  posant 

A  priori  cette  solution  est  la  solution  générale,  car  elle  renferme 
quatre  constantes  arbitraires,  et  le  système  (lo),  ramené  à  la  forme 
canonique,  serait  d'ordre  /(• 

Si  l'équation  en  s  avait  des  racines  égales,  on  opérerait  comme 
au  n«  370. 
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L  —  GÉNÉRALITÉS. 


373.  Gomme  on  Ta  dit  au  n"  328,  l'intégrale  générale  d'une 
équation  linéaire  (sans  second  membre)  où  le  coefficient  de  la 
plus  haute  dérivée  a  été  ramené  à  l'unité,  n'a  pas  d'autres  points 
critiques  à  dislance  finie  que  ceux  des  coefficients  de  l'équation  : 
dès  lors,  pour  connaître  la  nature  analytique  de  l'intégrale  géné- 
rale, il  importe  de  l'étudier  au  voisinage  de  ces  points  critiques; 
nous  ferons  cette  étude  dans  rhjrpolhèse  où  l'équation  est  du 
second  ordre  :  on  verra  aisément  que  la  méthode  et  les  résultats 
sont  généraux. 

374.  Soit  donc  l'équation  du  second  ordre 

où  /7|  et  P2  sont  des  fonctions  de  j7,  dont  l'une  au  moins  admet 
comme  point  critique  le  point  .r  =  a  :  on  supposera  que  a  est, 
pour  cette  fonction,  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel,  de 
telle  sorte  que  P\{x)  el  p2{x)  reprennent  la  même  valeur  quand 
la  variable  x  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  «  ('  ). 

Cela  posé,  soient  y ^{x)  et  y2{x)  deux  solutions  particulières^ 
indépendantes,  de  l'équation  (1)  :  si  j;  décrit  un  petit  cercle  autour 
de  a  dans  le  sens  positif,  l'équalion  (i)  ne  change  pas,  et  sa  solu- 
tion générale  reste  de  la  forme  Ci^i  +  Cj^a;  Vi  (j?)  au  contraire 
peut  changer,  et  revenir  au  point  de  départ^  J7,  avec  une  valeur, 


(')  Si  a  était  un  point  de  branchement  pour  Py{x)  ou  P2{x)t  l'équation  dif- 
férentielle changerait  quand  x  tournerait  autour  de  a,  et  une  théorie  générale 
serait  impossible  :  il  faudrait  une  étude  spéciale  dans  chaque  cas  particulier. 
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Y|  (;r);  mais  comme  Y<  (j?)  est  encore  solution  de  (i)  on  a 

(2)  Y,(:r)=3=Xi^,H-Xjj',        (Xi,  ).,=  consi.), 

et  de  même,  en  désignant  par  Y2  ce  que  devient  j'2  quand  x  tourne 
une  fois  autour  de  a,  • 

(3)  Yî(a:)=  [^1^1+  [JLj^j.         i>i,  |X2=  const.). 

Diaprés  cela,  oci   et  ol^  désignant  des  constantes,  la   solution 

^1  J'i  -H  ^2jK2  devient 

a,Yi-+-ajY„ 
c'est-à-dire 

(ai X, -f- «2 H^i ) j^i  4- («1 X j -h  a, fxj)y2  ; 

cherchons  à  déterminer  ai  et  0.2  de  manière  que  «j^j  +  aa^j  se 
reproduise  multiplié  par  un  facteur  constant,  s.  Il  faut  que  : 

(  3tiX,-4-a,[Ai=5a,, 

(4)  . 

(  ai  Âj H- «2  112=  5aj, 

d'où,  par  élimination  du  rapport  —  > 


(5) 


À,  — s  JX, 

x,  {As— 5 


=  O. 


équation  du  second  degré  en  5,  dont  nous  désignerons  les  racines 
par  ^1  et  s.>» 

373.  Supposons  d'abord  51^50.  Pour  s=^S\  ou  .s-  =  52,  les 
équations  (4)  en  ai  et  0.2  sont  compatibles  et  donnent  des  va- 
leurs proportionnelles  de  ces  constantes,  ce  qui  détermine  deux  {*) 
solutions  de  l'équation  différentielle  proposée,  et  deux  seule- 
ment (-)  : 

qui  se  reproduisent  multipliées  respectivement  par  des  constantes 


(^)  En  regardant  comme  une  seule  solution  z^{x)  et  c^z^{x)^  où  c^  =  const. 

(^)  Les  équations  (4)  en  a,  et  04  ne  sont  des  identités,  pour  ^  =  5^  par 
exemple,  que  si  X,  =  jjl2=  j,  et  X2=  )x^^—  o.  En  ce  cas  l'équation  en  s  se  réduit  à 
(X,  — j)(jxj — s)  =  0,  c'est-à-dire  (*  — *j)'=o,  et  elle  a  ses  racines  égales,  cas 
exclu. 
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(^Si  et  ^2)  quand  x  tourne  une  fois,  dans  le  sens  positif,  autour  du 
point  X  =z  a. 

Je  dis  que  ces  deux  solutions  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il 
n'existe  pas  de  relation  identique  de  la  forme 

<6)  Cj5i(a:) -+- Cj<5«(jr)  =  o        (ci,  cj=  const.). 

En  effet,  si  une  pareille  relation  existe  identiquement,  elle 
subsiste  quand  x  décrit  un  cercle  autour  de  a,  c'est-à-dire  qu'on 
a  aussi 

il*où  Ton  conclut,  par  comparaison  avec  (6), 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

De  là  se  déduit  aisément  la  nature  des  fonctions  z^  et  z^  autour 
du  point  a. 

En  effet,  la  fonction  [x  —  a)^,  quand  x  tourne  une  fois  autour 
<le  a  dans  le  sens  positif,  se  reproduit  (n®  97)  multipliée  pare^^i^'j 
si  donc  on  choisit^  de  manière  que  ^2^^^'=  5|,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

la  fonction  se  reproduira  multipliée  par  5|,  comme  la  fonction 
Zi  (or)  :  il  en  résulte  que  le  quotient 

{x  —  a)^"^' 

se  reproduit  multiplié  par    *,  ou  i  ,.c'est-à-direest  uniforme  aw^ow/' 

du  point  a.  Ce  point  ne  peut  donc  être,  pour  le  quotient,  qu'un 
point  ordinaire,  un  pôle,  ou  un  point  singulier  essentiel.  Donc, 
autour  de  a,  Ton  aura 

(7)  z,{x):={x-af'^^         Gi(^), 

G|(j7)  étant  une  fonction  uniforme  autour  de  a,  développable  par 
la  série  de  Laurent  (n"*  121-122)  sous  la  forme  : 


(8)       {  (a;  — a)'*  x  —  a 

-+-  Aq-H  Ai(a;  —  a  ) -h. .  .4-  An  (a?  —  a)" -h 
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Les  termes  à  puissances  négatives  en  :r  —  a  disparaissent  com- 
plètement, ou  ne  sont  qu^en  nombre' limité,  si  a  est  un  point 
ordinaire  ou  un  pôle  de  G(x).  On  a  de  même 

(9)  Zi{x)  =  {x^ay'^i        Gj(a7), 

G2(.r)    aj^ant,    autour    du    point    «,     un   développement  de   la 
forme  (8). 

S76.   A-insi  : 

L'équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  s^  et  s^  distinctes, 
Véquation  différentielle  proposée  (i)  admet  deux  solutions 
indépendantes  (et  deux  seulement)^  Zt  et  z^f  des  /ormes 

(10)  zi  =  (x  —  ay'tGi{x)^        zi  =  (x  —  ay»Gt(x), 

où  /'i  =  -ip'og^i»  ^2=  —  'og^âî  ^^  oii  Gi(:r)  et  02(0:)  sont  des 

fonctions  uni/ormes  aux  empirons  de  «,  déçeloppables  autour 
de  ce  point  par  la  série  de  Laurent. 

1 /intégrale  générale  de  la  proposée,  qui  est  C|  Zt  -1-  Co^a,  est  dès 
lors  d'une  forme  connue  autour  du  point  a. 

377.  Remarque.  —  Si  l'on  était  parti  primitivement  de  deux 
solutions  autres  que  jKi  et  V2î  également  indépendantes  entre 
elles,  on  aurait  été  conduit  à  la  même  équation  (5)  en  5  :  car  il 
n'y  a  que  deux  solutions  de  l'équation  différentielle  (1)  qui, 
lorsque  la  variable  x  tourne  autour  du  point  a,  se  reproduisent 
multipliées  par  des  constantes,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut.  Ou 
retrouvera  donc,  pour  les  deux  constantes,  les  mêmes  valeurs  5| 
et  S2  que  dans  le  premier  calcul.  Il  en  résulte  que  les  coefficients 
de  l'équation  en  5,  ou  plutôt  leurs  rapports,  sont  des  invariantSj 
c'est-à-dire  ne  dépendent  que  de  l'équation  (1),  et  non  des  solu- 
iions yxi y-i  choisies  primitivement. 

378.  Supposons  maintenant  5,  =  ^2'  On  voit,  comme  plus 
haut,  que  l'équation  proposée  (i)  admet  une  solution  ^i,  de  la 
forme 

(7)  zy^{x^af^^         G,(x), 
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qui  se  reproduit  multipliée  par  ^i  quand  x  tourne  une  fois  autour 
du  point  a  dans  le  sens  positif.  Prenons  maintenant,  pour  solu- 
tions indépendantes  de  Téquation  (i),  Zx  et  une  autre  solutionnai; 
quand  x  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  y  s 
devient  Yi  : 

et,  comme  z^  devient  s^  Z\^  l'équation  en  s  est 


p,  — 5  O 

pj  5,-5 


=  O. 


Pour  qu'elle  admette  la  racine  double  5|,  il  faut  que  pi  =  5i. 
Donc  on  a 

ou 


Or  la  fonction  ^>  lorsque  x  décrit  un  cercle  autour  de  a  dans 

le  sens  positif,  devient — ~;  la  relation  précéden'te  montre  par  suite 

qu'elle  se  reproduit,  à  la  constante  addilive  près  —  • 

La  fonction —^^  log(^  —  a)    jouit   évidemment   de   la   même 
propriété,  de  sorte  que  la  différence 

^ Pî_log(a._«) 

est  une  fonction,  K(:r),  uniforme  autour  du  point  a,  c'est-à-dire 
une  fonction  développable  autour  de  ce  point  par  la  série  de  Lau- 
rent (n"  121). 
On  a  donc 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  z^  par  sa  valeur  (7), 

yx  =  (x  ^ay-'^i         [Ki(.r)  H-  h  Gi(a:)  Iog(x  -  a)], 

K|(^),  égal  àK(a:)Gi(^),  étant  une  fonction  de  même  nature 
que  K  et  G|,  et  A  désignant  une  constante. 
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379.  Ainsi  : 

L^ équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  égales  à  5i,  l'équa- 
tion différentielle  proposée  admet  deux  solutions ,  z^  ety^^  des 
formes 

où  r,  est  égala  — ;log5|,  h  une  constante,  et  où  G|  et  K|  sont 

des  fonctions   uniformes    aux  environs  de  rt,  développables 
autour  de  ce  point  par  la  série  de  Laurent. 

L'intégrale  générale,  c^z^-\-  c^y^^  est  dès  lors  de  la  même  forme 
que  y^  autour  du  point  a. 

380.  Il  résulte  de  celle  étude  que  les  propriétés  de  rinlégrale 
aux  environs  du  point  a  sont  liées  à  l'équation  en  s  qui  correspond 
à  ce  point;  mais  on  ne  sait  pas  former  facilement  et  directement 
cette  équation  dans  le  cas  général,  parce  que  les  coefficients 
^o  ^^2>  [Ji-ij  Y"^  qui  y  figurent  sont  inconnus  a  priori  (^),  Il  serait 
également  très  difficile  de  calculer  les  coefficients  des  développe- 
ments en  séries  de  Laurent  des  fonctions  G|,  G^  ou  K|. 

On  se  bornera  donc,  dans  ce  qui  suit,  à  l'étude  d'un  cas  parti- 
culier très  étendu,  qui  est  d'ailleurs  le  plus  intéressant. 

381.  Ce  cas  est  celui  où  les  fonctions  Gi,  Gj  et  K^  admettent 
le  point  a  comme  pôle  ou  point  ordinaire  :  leurs  développements 
en  série  de  Laurent  sont  alors  limités  du  côté  des  puissances  néga- 
tives, et  l'oQ  dit  que  l'intégrale  générale  est  régulière  autour  du 
point  a.  Nous  particulariserons  encore  le  cas  en  supposant  que  le 
terme  en  log(j?  —  a)  disparaît  dans  la  solution  générale  :  ce  terme 
n'existe  pas  si  5i^52  [équations  (lo)];  pour  ^i  =  ^o,  il  disparaîtra 
lorsque  h  sera  nul  [équation  (i  i)]. 

En  vertu  de  ces  hypothèses  et  des  foripules  (lo)  ou  (i  i),  l'équa- 
tion différentielle  aura  deux  solutions  indépendantes  des  formes 


(')  Pour  les  obtenir  il  faudrait  suivre,  par  la  méthode  du  n"  330,  la  variatioa 
des  deux  solutions  jKi  et  y^  ^^  ^^  proposée,  quand  la  variables:  tourne  autour  du 
point  a. 
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Zt=  (^x  —  a)'"iG|(j7);  >32  =  (^  —  a)''«G2(^),  G^  et  G2  admettant 
le  point  a  comme  pôle  ou  comme  point  ordinaire,  et  /*|  pouvant 
i^tre  égal  à  r2.  D'ailleurs,  si  a  est  un  pôle  d'ordre  a  de  Gi(x)^ 
{x  —  a)^  G|  (;r)  sera  une  fonction  holomorphe  autour  du  point  a  ; 
désignant  cette  fonction  par  H|(x),  on  a  la  solution 

c'est-à-dire  que  la  proposée  admettra  deux  solutions  distinctes  des 
formes  {x  —  rt)''«H|(a7);  {x  —  a)''»H2(j7),  Hi  et  Ho  étant  holo- 
morphes  autour  du  point  a. 

La  première  question  qui  se  pose  est  de  reconnaître,  sur 
Téquation  différentielle  proposée,  dans  quel  cas  il  en  sera  effecti- 
vement ainsi;  de  là  le  problème  suivant,  qu'on  va  chercher  à 
résoudre. 

382.  Énoncé  du  problème.  —  Etant  donnée  l'équation   li^ 


néaire 


d^  V  dy 

trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  les  fonctions  p\{x)  et  p^i^)  pour  que,  autour  d*un 
point  X  =  a  du  plan,  l'équation  admette  deux  solutions  dis- 
tinctes de  la  forme 

H|  (x)  et  H2(j?)  étant  holomorphes  autour  du  point  a  (*). 

Remarques.  —    i**  On  pourra  supposer  Hi(a)  et  H2(a)^o; 
sinon  H|(j7),  par  exemple,  développé  par  la  formule  de  Taylor  : 

Hi(x)  =  H,(a)-h(a7--«)H'i(a)4-..., 

contiendrait  en  facteur  une  certaine  puissance  de  x  —  a,  qu'on 
pourrait  réunir  k  {x  —  a)''i,  ce  qui  ne  ferait  que  changer  la  valeur 
de  la  constante  r^. 

Par  suite,  en  multipliant  H|  et  H2  par  des  facteurs  constants 


(*)  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  lettre  II  désigoera  une  fonction  holomorphe  au- 
tour du  point  a. 
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convenables,  on  pourra  supposer  ^i^(a)  ^=  {{2(0)  =  i\  de  sorte 
que,  si  l'on  développe  îii{x)  et  H2(x)  par  la  formule  de  Tajlor, 
Téquation  proposée  doit  admettre  les  deux,  solutions 

zi  =  (x  —  a)''i-h  Cl  (x  —  a)''i-+-*-f-c,  (x  —  ay^-^-^-h. . ., 
Zi=  (x--  ay>-h  c\  (x  —  a)'*-*-^ -^  c'^(x  —  a)''i^-*-4-. .., 

les  deux  séries  étant  convergentes  autour  du  point  x  =  a. 

2°  Observons   quej   si/*i  =  /*2,  l'équation  diflerentielle  admet 
la  solution 


*»i 


Zi=  c\  {x—  ay-i-^^ ^  c\{x  —  a Y^-^^ -¥■ 


qui  commence  par  un  terme  en  {x  —  rt)''»"'"^,  h  étant  entier  et  ^  i . 

On  aura  donc  toujours  le  droit  de  supposer  r2^/*i,  puisque  si 

7*2  était  égal  ù  i\y  on  remplacerait  ^o  P^i'  ]^  solution  z^  —  z^^  qui 

F 

correspond  à  l'exposant  i\  +  h. 

383.  Théorème.  —  Pour  que  V équation 

admette  deux  solutions  distinctes  des  formes 

Xi  =  {x  —  a)'*i  IIi(j7),         ^j=  {x  —  ay»  llj(x), 

H|  et  Ha  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  il  est  nécessaire 
{mais  non  suffisant)  que  a  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d'ordre  i  au  plus  pour  la  Jonction  piy  de  x{i=  ï  ^  ^). 

En  effet,  en  exprimant  que  {x  —  a)'"»  H|  [x)  est  une  solution  de 
l'équation,  on  obtient,  après  division  par  {x  —  «)'*'"", 

o  =  f/-,(/-,  — i)H,(a7)-i-2r,(j'~«)H;(a:)4-(x  — a)«H';(j')] 
■^  {X  —  a)[rx^\-^  (x  ^  a)\\\\pi{x)  '\-  {x  —  ayWip^ix  ), 

De  même,  en  écrivant  que  (x  —  rt)''sH2  est  une  solution  : 

o  =  [ /•2(/-4  —  i)  112(37)  -+-  '2  /•j(a7  —  CT )  h; (a; )  -+-  (a?  —  ay  \{\  (x)] 
H-(jr  — a)[rîHï  +  (a7  — a)ll',];p,(j-)-+-(:F  — a)ïHjp,(2r;. 

On  tire  de  là,  pour  {x  —  a)p^  et  {x  —  aYp%y  deux  valeurs, 
dont  le  dénominateur  commun  est  la  fonction  holomorphe  autour 
du  point  «,  (/•,  — r2)H,(j7)H2(x)  +  (j7  — a)[H2H;-.H,H;], 


(i3) 
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et  dont  le  numéraleur  est  aussi  une  fonction  holomorphe  de  x  aux. 
environs  de  x  =-a.  Or  le  dénominateur  ne  s^annule  pas  pour 
j7  =  a,  car  il  se  réduit  à  (ti  —  7*2)  H|(a)  H2(a),  quantité  non 
nulle,  puisque  ï{i{a)=zl\^{a)=.\  et  que  r^^r^:  on  en  conclut 
que  {x  —  a)pi{x)  et  {x  —  o-Y P2{^)  sont  holomorphesautour  du 
point  a,  c'est-à-dlrc  (\\xe  p^{x)  admet  a  comme  point  ordinaire  ou 
comme  pôle  d'ordre  un  au  plus,  et  que  p-ii^)  l'admet  comme 
point  ordinaire  ou  comme  pôle  d'ordre  deux  au  plus.  « 

G.     Q.    F.    D. 

D^ ailleurs,  si  a  est  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions 
P\{x)  et  p'2{x),  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est 
holomorphe  autour  de  «,  d'après  le  n"  328,  sans  qu'il  y  ait  d'autre 
condition  à  vérifier;  il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  a  est  un 
pâle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 

384.  Soit  donc  a  un  pôle  d'ordre  un,  au  plus,  pour  /f\{x), 
et  deux,  au  plus,  pour/>2(j?);  on  a  autour  de  ce  point 

P\{x)  = H  «0-»-  ai^-^  —  «)  -T-  «2 (^—  «)*-}-..  ., 

X  —  Ci  ^ 

(/>.(^;=(_^_^^,  +  ji:--t-?«-t-.a.(^-a)+..., 

les  coefficients  A,  B,  C  pouvant  être  nuls,  mais  non  simultané- 
ment, car  a  est  un  pôle  pour  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 
Exprimons  maintenant  que  l'équation   différentielle  proposée 
admet  une  solution  de  la  forme 

c'est-à-dire 

Nous  avons,  en  remplaçant  dans  l'équation  p\(x)  et  p-2(x')  par 
leurs  valeurs  (12),  1 

.  o  =  /'(/•  —  i)(x  —  «)'•-*-+-  Ci{r-r-  i)r{x  —  a/'-* 

-+-  Cj(r  H-  2)  (/•  -h  i)  (j-  —  ay-i-, . . 

'\-[r(x—ay-^-hCi(r-h\){x  —  ay-h..M  — h  ao4-a,(jr- «)-+-.. . 
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Égalons  mainlenant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  {x  —  a)  dans  le  second  membre. 

Le  terme  de  moindre  degré  est  celui  en  (a?  —  o-Y~'y  qui  donne 

(i4)  r{r  — 1)-4- Ar-h  B  =  G. 

De  même  le  terme  suivant,  en  {x  —  «X"',  donne 
(i  j)  Ci[(/'-hi)/--+- A (/•-+-!) -H  B]  -h  œq/'  -♦-  C  =  o, 

et,  en  général,  le  terme  en  {x  —  aY^'^~'  donne 

(  c,n[(/--f-m)(/--f-  m  —  i)  -h  A(/*  4-  /n)-hBJ 

(  -+-C;„_,(       )-+-C/,|-j(       )-{-...=  o. 

L^équation  (i4)  ne  contient,  comme  quantité  inconnue,  que  r; 
elle  détermine  donc  r,  et  donne  pour  r  deux  valeurs,  que  nous 
désignerons  par  /-,  et  To.  Elle  s'appelle  V équation  déterminante 
relative  au  point  a;  nous  représenterons  son  premier  membre 
par  F(r),  en  posant 

F(r)  =  /•(/•—- 1)  -4-  A/' 4-  B. 

Inéquation  (i5),^ui  s'écrit 

Cl  F  (  /•  -i-  I  )  -+-  «0  '•  -t-  G  =  o, 

donne  C|,  pourvu  qu'on  ait  F(r-j-i)^o;  de  même,  en  général, 
l'équation  (i6),  où  le  coefficient  de  Cm  est  F(r  +  m),  donnera 
Cm  en  fonction  des  coefficients  précédents,  pourvu  qu'on  ait 

F(/'-f-m)::o. 
Il  y  a  dès  lors  deux  cas  à  distinguer. 

385.  Premiep  cas.  —  Les  racines  r%  et  /o  de  Inéquation  déter- 
minante ont  une  différence  qui  n^est pas  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  en  faisant  ;•  =  r^  dans  les  équations  (i5)  et  (iti), 
ou  détermine  successivement,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  les 
coefficients  C|,  Co)  •••;  Cmt  •*..  Kn  eOet,  aucune  des  quantités 
F(/iH-0)  F(r4-f-2),  ...,  F(r,-4-m),  ...  n'est  nulle,  puisque 
F(/)  ne  s'annule  que  pour  /•  =  /'i,  /•=  r^  et  que  r^  n'est  pas  de 
la  forme  r^  -h  m^  par  hvpothèse.  On  obtient  ainsi  le  développement 
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d^une  solution  Zt  : 

^,  =  (jr  —  a)''i[i  -f-  Ci(a?  —  a) -H  Cj(a7  —  a)*-i-. .  .J, 

et  il  ne  resterait,  pour  compléler  le  raisonnement,  qu'à  établir  lu 
convergence  de  la  série,  tout  au  moins  pour  les  valeurs  de 
tnod(x  —  a)  assez  petites,  point  que  nous  admettrons  sans 
démonstration  (Théorème  de  Fuchs). 

On  fait  le  même  raisonnement  avec  la  racine  r^,  et  l'on  détermine 
de  même  une  solution  correspondante  z^»  Donc  enQn  : 

Si  a  est  un  pôle  d^ ordre  un  au  plus  pour  p\{x)y  deux  au 
plus  pour  P'2{^)'i  c^  si  V équation  déterminante,  relative  au 
point  a,  a  pour  racines  deux  quantités  r^  et  r^,  dont  la  diffé- 
rence n'est  pas  entière,  V équation  -^  *+~/^i(^)^    -+-/>! (^)^=o 

admet  deux  solutions  {évidemment  distinctes)^  z^  et  ^2,  des 
formes 

5i  =  {x  —  a/i  Hi(a7),        ^j=  {x  —  aYtHi(x)^ 

H,(x)  et  H2(j?)  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  et  non 
nuls  pour  x  =  a. 

386.  Deazième  cas.  —  Les  racines  /%  et  r^  de  l'équation  dé- 
terminante ont  pour  différence  un  nombre  entier. 

I®  Si  ce  nombre  est  nul,  c'est-à-dire  si  ri  =  r2,  il  est  impos- 
sible que  Téquation  admette  c/ee/2^  solutions  distinctes,  des  formes 
{x  —  a)^iHi  (x)  et  (j?  —  a)y«H2(x)  :  en  effet,  si  ces  solutions 
existaient,  d*après  les  calculs  du  n^  381,  q^  et  q^  seraient  racines 
de  l'équation  déterminante,  c'est-à-dire  que,  nécessairement,  on 
aurait  ^1  =  ^2=^1»  mais  on  a  vu  qu'on  avait  le  droit  de  sup- 
jïoser  q\^q2  (n°  382,  Remarque  2")  :  les  deux  solutions  ne 
peuvent  donc  exister.  On  reconnaît,  comme  au  numéro  précédent, 
qu'il  existe  une  solution  de  la  forme  {x  —  a)''i  H|  {x), 

a"  Si  la  différence  r-x — r^  est  entière  et  non  nulle,  soit  r^  la 
plus  petite  des  deux  racines;  on  aura 

■ 

n  étant  entier  et  au  moins  égal  à  i . 

H.  —  II.  27 


4l8  TROISIÈME   PARTIE.   —   EQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

En  ce  cas,  il  y  a  toujours  une  solution  de  la  forme 

F(r),  eu  effet,  Réadmettant  pas  de  racine  supérieure  à  /"a,  les  quan- 
tités F(r2+ i),  F(r2  +  2),  ...,  F(/-2-i-/w),  ...  sont  toutes  diffé- 
rentes de  zéro,  et  le  calcul  des  coefficients  c'  du  développement 

^,=  (a?  —  ay»[i  -h  c\  (j*  —  a)  -4-  ci (x  —  a)*H-. . .] 

se  fait,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  comme  on  Ta  vu  aux  nu- 
méros précédents. 

Reste  à  voir  s'il  existe  une  solution  de  la  forme  (x  —  a)''iH|(x), 
c'est-à-dire 

Zi  =  (x  —  a)'*«[i  -+-  Ci(x—  a)  -f-  Ci(a7  —  a)*-t-. . .]. 

Le  calcul  des  coefficients  c  se  fait  sans  difficulté  jusqu'au  coef- 
ficient c„,  n  étant  l'entier  défini  ci-dessus;  car  F(/'iH-i), 
F(/'2-|-  2),  . . .,  F(/'j  -I-  /^  —  1)  sont  différents  de  zéro. 

Au  contraire,  l'équation  (16),  qui  doit  donner  c„,  est 

{16  bis)  o«F(r,-f-/i) -♦- c«_,(     )-t-c„-,(     )+...  =  o, 

et  le  coefficient  de  c„^  c'est-à-dire  F(rj  -t-  n)  ou  F(r2),  est  nul.  Il 
reste  alors  une  équation  entre  les  quantités  C/,_i,  c,i_2,  ...,  c^ 
précédemment  déterminées,  et,  si  l'on  remplace  ces  quantités  par 
leurs  valeurs  trouvées,  on  obtient  une  relation  entre  r^  et  les 
coefficients  des  développements  (12)  dep^(x)  elp2{x)  autour  du 
point  X  =  a. 

Si  cette  relation  n'est  pas  vérifiée,  et  c'est  le  cas  général,  le 
calcul  des  coefficients  c  est  impossible,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe 
certainement  pas  de  solution  de  la  forme  (x  —  a)''*  H,  (x). 

Si  elle  est  vérifiée,  l'équation  qui  suit  celle  qui  devait  donner  €„ 
fournira  C/{^i  en  fonction  de  C/i,  C||_|,  . . .,  C|  ;  la  suivante  donnera 
C/2+2,  et  ainsi  de,  suite,  sans  impossibilité  :  le  coefficient  c„  restera 
donc  indéterminé.  Il  y  aura  dès  lors  une  infinité  de  solutions  de  la 
forme  (x  —  a)'*»  H|  (x)j  ayant  les  mêmes  termes  en  (x  —  a)  jus- 
qu'au terme  Cn{x  —  «)''«+"  exclusivement  :  ce  résultat  pouvait 
être  prévu,  car  s'il  existe  une  solution  (x  —  a)''«H,(j?)  et  une 
solution  (x  —  aY*  H2(x),  il  y  aura,  puisque  1'^=  r^  4-  /i,  la  solu- 
tion 

(a?  —  ayt  [lli{x)  -h  X(a?  —  a)«  H,(a?)], 
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X  étant  une  constante  arbitraire;  le  crochet  est  encore  une  fonc- 
tion holomorphe  de  x  autour  du  point  a,  puisque  n  est  entier,  et 
le  coefficient  du  terme  en  (^x  —  a)"  y  est  indéterminé. 

De  là  résultent,  en  admettant  toujours  la  convergence  des  déve- 
loppements obtenus,  ces  propositions  : 

Si  a  est  un  pôle  d^ ordre  un  au  plus  pour  p\{x)^  deux  au 
plus  pour  /?2(ar),  et  si  les  racines  /'i,  /•2  de  l'équation  détermi- 
nante sont  égales,  l'équation  différentielle  proposée  admettra 
une  solution  de  la  forme  [x  —  ay^  H|  (a?),  mais  n'en  admettra 
jamais  une  seconde. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  la  différence  r^  —  r^  est  en- 
tière, et  si  r2>  /'i,  il  y  aura  toujours  une  solution  de  la  forme 
{x  —  aytll2{x);  pour  qu'il  y  ait  aussi  une  solution  de  la  forme 
{x  —  a)''»H|(j7),  il  faut  et  il  suffît  qu'une  certaine  condition 
auxiliaire  (*)  soit  vérifiée  par  les  coefficients  de  V équation 
différentielle. 

Dans  ces  énoncés,  les  H(j7)  désignent  toujours  des  fonctions 
liolomorphes  autour  du  point  a,  non  nulles  pour  x  =  a, 

387.  Résumé.  —  En  résumé,  pour  que  l'équation 

y-^Piy-^Pty  =  o 

admette  deux  solutions  distinctes,  des  formes 

(x  —  a)''.  H,(j7),     {x  —  a)'a  H,(a:), 

H|  et  Ha  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  il  faut  et  il 
suffit  : 

1°  Que  a  soit  pour  pi{x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d'ordre  i,  au  plus. 


(*)  La  condition  auxiliaire  se  forme  aisément.  En  effet,  si  Ton  se  reporte  au 
n*  386  2%  les  équations  successives  qui  donnent  Cp  c,,  ...,  c„_|  sont  linéaires  par 
rapport  à  ces  quantités;  l'équation  (i6  bis)  Test  également,  et,  par  suite,  Télimina- 
tiondeCp  c,,  ...,  c„_i  entre  ces  relations  conduit  à  égaler  à  zéro  un  déterminant. 
Les  éléments  du  déterminant  sont  les  coefficients  des  quantités  c.-,  c'est-à-dire  des 
fonctions  connues  de  r^  et  des  coefficients  (connus)  A,  B,  C,  a,,  ...,  a^,  ..., 
^•t  •••)  Pi>  •••  V^^  figurent  dans  les  développements  (la)  de/7|(â?)  ti  p^{x)  au- 
tour du  point  X  =^  a. 
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Si  c^est  un  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions  /?/,  toutes 
les  solutions  de  Téquation  proposée  sont  holoraorphes  autour  de 
ce  point  sans  qu'il  y  ait  d'autres  conditions  à  vérifier  (u^  3!i8).  Si 
c'est  un  pôle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions,  il  faut  et  il 
suffit  en  outre  : 

2°  Que  V équation  déterminante  relative  au  point  a  ait  ses 
racines  distinctes:  ces  racines  sont  alors  les  quantités  r^  et  r^; 

3"  QuCy  si  la  différence  Tj  —  r^  est  entière^  une  condition 
auxiliaire,  facile  à  former,  soit  satisfaite. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée  estC|(a?  —  a)''iH|(:r)  -f-  Ci(x  —  a)''«Hj(x),  C|  etcj 
étant  deux  constantes  arbitraires,  et  cette  formule  montre  comment 
l'intégrale  se  comporte  aux  environs  du  point  a. 


II.  —  APPLICATIONS. 


388.  Problème.  —  I.  Reconnaître  si  l'intégrale  générale  de 
Véquation  y -^ pi{x)y •^P2{x)y  =^o  est  méromorphe  dans 
tout  le  plan  {à  distance  finie). 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  que  l'intégrale  soit  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  qu'elle  n'ait  comme  points  critiques  à  distance  finie  que 
des  pôles.  Les  points  critiques  ne  peuvent  être  que  ceuxde/?i(:r) 
el/>2(^),  d'après  le  n°  328;  soit  a  l'un  d'eux.  Pour  que  l'inté- 
grale générale  soit  méromorphe  autour  de  a,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'équation  admette  autour  de  a  deux  solutions  distinctes,  méro- 
morphes  ou  holomorphes,  c'est-à-dire  des  formes  (^x  —  a)''«H|  {x) 
et  {x  —  a)'*«H2(;r),  r^  et  r^  étant  des  entiers  négatifs  ou  positifs; 
donc,  en  vertu  de  la  théorie  générale  précédente  :  i°a  devra  être 
pour  pi{x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i  au  plus; 
2®  l'équation  déterminante  correspondante  devra  avoir  ses  racines 
distinctes  et  entières  ;  et  3**  la  condition  auxiliaire  devra  être 
satisfaite.  Il  devra  en  être  de  même  pour  tous  les  points  critiques 
depi{x)  eip2{x).  Voici  donc  le  résultat. 
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Pour  que  l^ intégrale  générale  soit  méromorphe  dans  tout  le 
plan  il  faut  et  il  sujffit  : 

I*  Que  px  {x)  etp2{x)  niaient  comme  points  critiques  que  des 
pôles  d'ordres  respectifs  un  et  deux,  au  plus  {ce  qui  entraîne 
quept(x)  et  p2{x)  soient  méromorphes  dans  tout  le  plan)] 

2**  Qu^en  chacun  de  ces  pôles,  a,  l'équation  déterminante 
ait  ses  deux  racines  distinctes  et  entières  ; 

3"  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Soit  alors  r^  la  plus  petite  racine  de  Téquation  déterminante 
relative  au  point  a;  le  point  a  est  pour  Tintégrale  générale, 
C|(x—  aYtHi{x)  -{-  C2(x  —  a/i Ha (j?),  un  zéro  d'ordre /'i  (point 
ordinaire)  ou  un  pôle  d'ordre  — /•<,  selon  que  ri  est  positif  ou 
négatif  [car  H|  (a)  ^  o]. 

On  connaît  ainsi  les  pôles  de  l'intégrale  générale,  dans  le  cas 
où  elle  est  méromorphe,  et  Tordre  de  multiplicité  de  chacun 
d'eux. 

389.  Problème.  —  II.  Reconnaître  si  l'intégrale  générale 
de  l'équation  y"  -h  p%{x)y  A-  p2{x)y=^  oest  holomorphe  dans 
tout  le  plan  {à  distance  finie)^  c'est-à-^iire  si  c'est  une  fonction 
entière. 

Le  raisonnement  est  le  même  que  ci-dessus,  seulement  a  ne 
pourra  plus  être  un  pôle  pour  l'intégrale  générale;  ce  devra  être 
uu  point  ordinaire,  c'est-à-dire  qu'en  outre  des  conditions  du 
n**  388,  /'i  et  7*2  ne  pourront  être  négatifs.  Donc  : 

Pour  que  l'intégrale  générale  soit  holomorphe  dans  tout  le 
plan,  il  faut  et  il  suffit: 

I**  Que  Pi  (x)  et  p2(x)  soient  des  fonctions  méromorphes 
dans  tout  le  plan,  avec  des  pôles  respectifs  d'ordre  un  et  deux 
au  plus  ; 

2*  Qu'en  chacun  de  ces  pôles  l'équation  déterminante  ait 
ses  deux  racines  distinctes^  entières  et  non  négatives  ; 

3*  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Dans  le  cas  où/?,(j7)  et  p2{x)  sont  holomorphes  dans  tout  /f 
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plan  (rt  distance  finie)^  l'intégrale  générale  l'est  également, 
sans  autres  conditions,  d'après  le  lliéorèine  général  du  n^  328; 
c'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants,  dont  l'intégrale  est  une  somme 
de  termes  de  la  forme  e^^l?„t{x). 

390.  Remarque.  —  On  peut  également  reconnaître  si  l'inté- 
grale générale  a  un  point  critique  à  Uinjini,  Il  suffit  pour  cela 
de  faire  dans  l'équation  diflférentielle  le  changement  de  variable 

indépendante  x=  -:  on  obtient  ainsi  une  équation  linéaire  nou- 
velle en  y  et  u^  et  l'on  étudie,  par  les  méthodes  précédentes,  la 
nature  du  point  ;/  =  o  pour  l'intégrale  générale  de  Téquation 
transformée. 

391.  Problème  III.  —  Reconnaître  si  l'intégrale  générale 
de  Véquation  y" +p\{x)y' -\-p2{x)y  z=  o  est  une  fonction 
rationnelle  de  x. 

Une  fonction  rationnelle  n'est  autre  chose  (n®  136,  3°)  qu'une 
fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  pour  laquelle  le  pointa 
l'infini  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle.  Donc  : 

Pour  que  l'intégrale  générale  soit  une  fonction  rationnelle, 
il  faut  et  il  suffit  : 

a.  Que  les  conditions  du  n°  388  soient  satisfaites; 

b.  Que,  si  l'on  pose  x=  -  >  pour  obtenir  l'équation  trans- 
formée 

d^y  dy 

(>7)  -^  -HWi(w)^"+-Wî(")^  =  o, 

I  ®  Le  point  u  =  o  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i 
au  plus  pour  m/(«); 

2**  Et  si  c'est  un  pôle  pour  m^  {u)  ou  njj(a),  que  l'équation 
déterminante  relative  à  ce  point  ait  ses  racines  distinctes  et 
entières,  et  que  la  condition  auxiliaire  correspondante  soit 
vérifiée. 

Remarque  L  —  Si  l'intégrale  générale  est  rationnelle,  p\{x) 
tl  p2{x)  seront  nécessairement  des  fonctions  rationnelles  de  x; 
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car,  si  y^  el  y^  sont  deux  solulions  ralionnelles  dislincles,  les 
équalions 

y\  -^p^y'x  -^p\y\  =  o»      f%-^P\y^  -^p^.yt  =  <> 

donnent />!  el p2  en  fonction  rationnelle  dej^i,  j^a,  ...,  j'^,  c'est- 
à-dire  en  fonction  rationnelle  de  a*. 

Remarque  IL  —  Il  e?t  aisé  de  calculer  l'intégrale  générale, 
dans  le  cas  où  elle  est  rationnelle. 

Soient  a',  a",  . ..,  les  pôles  de/?i(x)  ou  p%{^x^  pour  lesquels  la 
pins  petite  racine,  /'i,  de  Téquation  déterminante,  est  positive  ou 
nulle,  /•',  /•'',  ...  les  valeurs  correspondantes  de  i\.  Soient,  de 
même,  b\  U\  ...  les  pôles  de/?i  {x)  ow  p2{x)  pour  lesquels  /'i  est 
négative,  et  — 5',  — s'\  ...  les  valeurs  correspondantes  de  r|. 

D'après  le  n"  388,  l'intégrale  générale,  /{x)y  admettra  comme 
pôles  d'ordres  /,  5"^,  ...  les  points  &',  b'\  ...,  et  n'en  aura  pas 
d'autres  à  distance  finie;  quant  à  a',  a",  . . .,  ce  seront,  poury(x), 
des  zéros  d'ordres  r',  r",  . ..,  de  sorte  qu'on  aura 

(,8)  f(T)  _  — -_^,^,.^^_^,^,,^,,       > 

P(x)  désignant  un  polynôme  entier,  dont  le  degré  se  calcule  aisé- 
ment. 

Soient,  en  eOet,  c/|  et  d  les  degrés  respectifs  du  numérateur 

et  du  dénominateur  de/(x);  si  Ton  pose  j?  =  -  on  aura 


u 


/(^)=/(^)  =  "''-"•"(«), 


il(u)  étant  holomorphe  autour  du  point  111=  o  et  ne  s'annulant 
pas  en  ce  point.  Il  en  résulte  immédiatement  que  d — d^  est  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  de  la  transformée  (1 7) 
relative  au  point  u  =  o;  si  donc  pi  désigne  cette  plus  petite 
racine,  qu'on  sait  calculer  directement,  on  aura 

d'où,  pour  le  degré,  8,  de  P(^), 

(#'-+-i'-l-... )  —  (/•' 4-  /•'  —  ... -4-0)  =  p,, 


OU 


=  (5'-4-5'-+-. . .)  —  (r'-h /^-^. . .)  -  Pi  =— Pi— 2  n. 
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On  remplacera  dès  lors  P(x),  dans  rexpressîon'(i8)  de/(:F), 
par  un  polynôme  de  degré  8,  à  coefficients  tous  indéterminés, 
qu^on  calculera  ensuite  en  substituant  cette  valeur  de  f{x)  à  y 
dans  Téquation  différentielle  proposée  :  on  trouvera  nécessairement 
que  P(^)  renferme  dei;x  constantes  arbitraires,  et  est  de  la  forme 
aA(^)  4- [jlB(x),  a  et  B  étant  deux  polynômes  déterminés.  On 
aura  ainsi,  par  (i8),  l'intégrale  générale  cherchée. 

392.  Exemple.  —  Soit  T équation 

on  demande  de  reconnaître  si  son  intégrale  générale  est 
méromorplie  dans  tout  le  plan. 

On  a 

'xx — 3  — 2 -+- «JT -h  pa:*  ^ 

^*""  X\X—  I)'  ^^^  X{X—l)  ' 

les  seuls  points  critiques  de  px  et  p^  sont  des  pôles  J7  =  o,  x  =  i , 
d'ordre  un  pour  les  deux  fonctions.  Les  conditions  i®  du  n"  388 
sont  donc  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  ^7  =  0  est,  puisque 

/>!  (^)  =  -+•••  ;  iPa(^)  =  ^i  +  ;  +•  •  •' 

/•(/'  —  I)  -h  3r  =  o; 

ses  racines  sont  r  =  o,  /•  =  —  a  ;  elles  sont  distinctes  et  entières, 
c'est-à-dire  que  les  conditions  2^  sont  satisfaites,  pour  le  point 
j?  =  o. 

Reste  la  condition  auxiliaire  ;  pour  la  former,  puisque  —  a  est  la 
plus  petite  racine  de  Téquation  déterminante,  substituons  à  j% 
dans  (i),  selon  la  méthode  générale,  le  développement 


-,  +  - 

x^        a 
il  vient 


^=  :rî-^~-+-^«-*-^*^-^---'' 


=  (x«-a.)(^^-  +  —  +  >.0»-H...J4-(>X-3)(^---^H-C,-4-...j 
4-(—  2  H-  aa:-+-  ?a?')(  —  H — ^  H-  Ci-^c^x  4-...  j. 
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et  l'on  a,  en  é£:aianl  à  o  les  coefficients  des  termes  en  -  >  -  .>  - 


-  f 

X 


~  6     -f-  6  =  o, 

6  — ari  — 4     -+-3c|  —  2  =  o,         d*oii         C|=/0, 

ict  —  'xci  —  9.C|-f-a  =  o,  d'où  C|=-- 

Ces  deux  dernières  équations  ne  sont  compatibles  que  si  a  =  o  ; 
c'est  la  condition  auxiliaire  pour  le  point  07  =  0. 

Il  faut  former  de  même  Féqualion  déterminante  relative  au 
point  J7=  I.  Pour  cela  développons  p\{x)  qI  p-^^x)  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  —  i  =  t.  On  a 

lt  —  \  — 1  — 2-+-3(f-4-l)»  o  —  2-i-Ô 

L*équation  déterminante  est  donc 

/•(/•  —  I)  —  r  =  o, 

ses  racines  sont  r  =  o,  r  ==  2  ;  elles  sont  encore  distinctes  et  en- 
tières, et  il  suffit  maintenant  de  former  la  condition  auxiliaire. 

Remplaçons,  dans  Téquation  proposée,  pour  simplifier  les  calculs, 

dy    ^  d*y  ,     .  ,  dy    ^  d^y 

X  par  ^-h  i;  ^  et  ^~  deviennent  ^-  et  -127;  posons  ensuite 

nous  avons  : 

o  =(/î-f-  /)(2C,H-...)-+-(2f  —  l)(CiH-  ÎCiZ-i-...) 

-+-(— a -4-  p -h  tlp< -i-  ?/»)(! -h  C,  / -^  Cj/»-i-.  .  .), 

et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  /",  /', 

—  Cl  —  'IH-  ?  =  o, 
2  Cj  —  acj  -h  a  Cl  —  2  Cl  4-  Cl  3  -r-  a  p  =  0, 

équations  en  C|  qui  ne  sont  compatibles  que  si  [j  =  o. 

Ainsi  :  Pour  que  l' équation  proposée  ait  son  intégrale  géné- 
rale méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  faut  et  il  suffi,t  que 
a  =  o,  e/  p  =  o. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  l'intégrale  géaéi*ale  est  alors 
raMonnelle. 
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III.  -  ÉQUATION  DE  LAMÉ. 


C'est  l'équation  cliflréreiilîelle 

oii  II  est  la  variable  indépendante,  pu  la  fonction  elliptique  clas- 
sique, X  une  constante,  n  un  entier  positif. 

393.  Théorème.  —  L'intégrale  générale  de  V équation  de 
Lamé  est  méromorplie  dans  tout  le  plan. 

Les  coefficients  de  l'équation  étant  des  fonctions  elliptiques,  il 
suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  à  l'intérieur  d'un  paral- 
lélogramme des  périodes.  Or,  dans  un  tel  parallélogramme,  pu  n'a 
qu'un  pôle,  2/ =  o,  qui  est  double]  donc  les  conditions  i**  du 
n^  388,  sont  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  u  ■=  o  est,  puisque 

pu=  ~  -t-aaz/^ -!-..., 

F(/-)  =  /'(/•  —  i)  —  /i(/i  -i-  i)  =  o, 

ses  racines  sont  r  =  —  /i,  /•=  /i  -h  i  ;  elles  sont  entières  et  dis- 
tinctes, c'est-à-dire  que  les  conditions  i*^  sont  satisfaites. 

Reste  la  condition  auxiliaire,  relative  au  point  2/  =  o.  Pour 
reconnaître  si  elle  est  vérifiée,  il  faut  substituer  à^,  dans  la.  pro- 
posée (i),  le  développement 

On  remplace  en  même  temps  p^/  par  son  développement  autour 
du  pôle  M  =  o,  à  savoir 

p  M  =  — j  -h  «1  tt*  -r  «4  li*  -r . . . , 

qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  m. 

En  égalant  les  coefficients  de  m~«+*~2  dans  les  deux  membres 
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de  (i),  on  trouve  une  équation  de  la  forme 

linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  c,  car  on  a  introduit,  pour 
la  sjrmétrie,  un  premier  coerficient  Cq.     ^ 
On  l'écrit 

(a)  c^F(Â:  — /i)=C)t-t(    )-\'Ck-^{    )-f-..., 

tous  les  coefficients  c  du  second  membre  ayant  leurs  indices 
respectifs  de  même  parité  que  k  :  cela  tient  à  ce  que  le  dévelop- 
pement de  pu  ne  contient  que  des  puissances  paires. 

Or  F(/')  ne  s'annule  que  pour  r  =  —  n  et  r  =  /i  +  i  ;  si  donc 
on  fait  successivement,  dans  cette  équation  (2), 

on  détermine  successivement  c-2,  c.|,  ....  Cap^  .  • .,  sans  ambiguïté 
ni  impossibilité  en  fonction  de  Co  :  en  eflet,  F(2y?  —  n)  ne  s'an- 
nule jamais  pour  />  ^  i ,  puisque  2/>  —  n  ne  peut  être  égal  à  n  +  i 
pour  n  el  p  entiers. 

Si  maintenant,  dans  (2),  on  fait  k  =  i ,  il  vient 

CiFd—  n)  =o]        d'où         Cl  =  o. 

De  même  k  =  3  donne 

C3F(3  — /i)-i-Ci(    )=o        d'où        C3=o, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  A*  =  2  /i  +  i  ?  q^ii  donne 

Cjrt^,F(/l-|-l)-hC,«_i(       )H-C,«-3(      )-H...-hC,(      )  =  0, 

relation     vérifiée     identiquement,     puisque     F(^+i)  =  o,     et 

C'est  précisément  la  vérification  de  cette  équation  qui  constitue 
la  condition  auxiliaire;  celle-ci  est  donc  satisfaite. 

394.  Cela  étant,  on  peut  trouver  a  priori  la  forme  d'une  inté- 
grale (au  moins)  de  l'équation  de  Lamé;  la  méthode  suivante  est 
due  à  M.  Picard  :  elle  s'applique  à  toutes  les  équations  différen- 
tielles linéaires,  à  coefficients  elliptiques,  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  méromorphe  dans  le  plan. 
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39o.  Soient^i  cty^  deux  intégrales  dislînctes  de  Téquation  de 
Lamé;  sî  Ton  change  u  en  £/  +  aci)|,  2(0|  étant  une  période 
de  pu,  Péquation  de  Lamé  ne  change  pas,  c'est-à-dire  que 
^1  (w  -h  2o>|)  ety^i^^-^  2W|)  sont  encore  des  solutions.  Par  suite: 

les  X  et  [X  étant  des  constantes. 

Cherchons  s'il  existe  une  solution,  a^i+?J^2,  qui  se  repro- 
duise multipliée  par  un  facteur  constant  lorsqu'on  change  u 
en  £/  +  2(04.  Il  fs^ut  pour  cela  que  Ton  ait 

5  étant  une  constante. 

Remplaçant  y^^u  +  '^tùx)  et  J^2(«-I-2W|)  par  leurs  valeurs 
ci-dessus,  on  a 

Comme yi  (a)  etjK2(^)  sont  supposés  linéairement  distincts,  la 
relation  précédente  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de 
y\  ^^y2  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres,  ce  qui  donne 

(3)  aX,4-?îXi  =  a*;         aX,-h  ?ja,=  p*; 

et,  en  éliminant  a  et  ^,  on  obtient  l'équation  en  s  : 


X,  — s       fxi 
X,       |Xj  —  s 


=  0, 


qui  est  du  second  ordre  et  qui  a  deux  racines,  distinctes  ou  cor- 
fondues,  mais  non  infinies,  puisque  le  premier  terme  est  s'"^.  Soit5| 
une  de  ces  racines;  les  relations  (3)  sont  compatibles  pour  5  =  5|, 
et  donnent  des  valeurs  proportionnelles  de  a  et  ^;  il  y  a  donc  au 
moins  une  solution,  ayi  +  ^j's,  qui  se  reproduit  multipliée  par  5| 
quand  l'on  change  u  en  u+  sicoi. 

Désignons  cette  solution  parZ|(i/). 

Si  2(i>2est  la  seconde  période  de  pu,  les  fonctions  5^{u  +  dcus), 
Si{u  +  iitii)  sont  encore  des  solutions  de  Téquation  de  Lamé, 
comme  Z|(</);  et  par  suite  il. y  a  entre  ces  trois  solutions  une 
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relation  linéaire  et  homogène 

Xi  et  a^  étant  des  constantes. 
Dès  lors,  si  Ton  pose 

(4)  ç(a)  =  -5|(tt4-2u)j)-+-X'-S|(a)        (X'  =  const.), 

o(u)  sera  une  solution  de  l'équation  de  Lamé  et  Ton  aura 

ç(a  -h  tia)|)=  Zi(m  4-  4««>t)  4-  X'^i(m  -+-  2a)j) 

Choisissons  la  constante  V  de  manière  que  V=  r-, — ' — >  ce  qui 

^  a' -H  a,  ^ 

est  toujours  possible,  au  moins  d'une  manière;  il  vient 

«p(a-+-2toj)  =  pi?(w), 

Pi  désignant  la  constante  Çk'-hoLi).  D'ailleurs  on  a,  d'après  la 
définition  même  de  z^{u)j 

^i(a-i- 2Wj)=s*j-5|(a),        d'où        «i(a -H  awj-i- •2W|)=  5i5j(a  h- 2W|), 

et  par  suite  en  vertu  de  (4), 

«p(tt-+-  2u>|)=  *,^(a). 

396.  Ainsi: 

L'équation  de  Lamé  admet  toujours  au  moins  une  solution 
particulière,  ç(w),  vérifiant  les  relations 

I  9(tt4-2a)|)  =  *,ç(a), 
I  ?(w-+-2w,)  =  p,9(w), 

pi  et  Sx  désignant  certaines  constantes  ;  cette  solution  est  méro- 
morphe  dans  tout  le  plan,  puisque  V intégrale  générale  l'est 
elle-même  (*). 


(*)  L*équatioQ  de  Lamé  ne  changeant  pas  quand  on  y  change  u  en  — ei, 
9( —  u)  est  aussi  une  solution;  si  donc  on  peut  calculer^  (m),  on  obtiendra  ainsi 
deux  solutions,  généralement  distinctes,  de  l*équaiion,  et  celle-ci  sera  dés  lors 
iotégrée. 


43o  TROISIBMB   PARTIE.    —  ÉQUATIONS  DIFPÉRENTIBLLES. 

397.  Il  est  aisé  de  trouver  la  forme  générale  des  fonctions, 
méromorphes  dans  tout  le  plan,  qui  vérifient  les  relations  (5), 
sans  être  assujetties  à  d'autres  conditions. 

L'une  d'elles  est  la  fonction 

h  et  m  désignant  des  constantes  convenablement  choisies.  En 
effet,  d'après  la  formule  (^(w  +  2 tOa)  =  —  e^^^^^^^^^^d^u)^  on  a 

et  il  suffit  de  déterminer  k  et  m  de  manière  que  l'on  ait 
—  ir^x  h  4-  2mw|  =  Iog.vi,  —  2tqî/i-+-  innût  =  logpi, 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  7^10)2  —  7^2(0,  =  zb  —  (n°232). 

Dès  lors,  si  o{u)  est  la  fonction  méromorphe  la  plus  générale 
vérifiant  les  relations  (5),  il  résulte  de  ces  relations  que  la  fonc- 
tion ^        ne  change  pas  quand  on  j  remplace  u  par  u  +  aco,, 

;/  +  2^2  ;  comme  elle  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  puisque 
c5(m)  et/(u)  le  sont,  c'est  donc  une  fonction  elliptique^  E(  w), 
aux  périodes  2(i>|,  2(0^,  de  sorte  qu'on  a 

(6)  ^(£/)=?^i^=^^e-«E(a). 

398.  Dans  le  cas  où  cp(</)  est  une  fonction  vérifiant,  non  seule- 
ment les  relations  (5),  mais  l'équation  de  Lamé,  on  peut  préciser 
singulièrement  la  forme  de  la  fonction  elliptique  E(£<).  En  effet, 
l'intégrale  ^''é/tera/e  de  l'équation  de  Lamé  n'a,  dans  un  parallé- 
logramme, que  le  seul  pôle  i/  =  o,  qui  est  d'ordre  /i,  puisque  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  correspondante 
est  —  n  :  donc  f  (£/),  solution  particulière  de  l'équation  de  Lamé, 
admet  le  point  </  =  o  comme  pôle  d'ordre  n,  au  plus  (*)  et  n'en 

(  '  )  En  eiïeti  autour  du  point  u  =  o,  une  solution  de  l'équation  de  Lamé  a  un 

I  c 

développement  de  la  forme  —  H — -^^  -4-...  ;  une  autre  a  un  développement  de 

la  forme  1/**^'+  c'^  u"^^  +  . . .  :  car  les  racines  de  Téquation  déterminante  sont  — n 
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a  pas  d'autre.  Il  ea  résulte  immédiatement,  d'après  (6),  qùè  E(£/) 
admet  ce  même  point  comme  pôle  d'ordre  n  —  i^  au  plus,  et  ne 
peut  admettre  d'autre  pôle,  sauf  peut-être  u  =  h,  comme  pôle 
simple. 

Donc,  en  exprimant  E(a)  par  les  (i  (n**  188),  on  a 

une  ou  plusieurs  des  constantes,  tz.i,  ...,  a,,,  pouvant  être  o  ou  A, 
et  «1  +  «2  -i-  . . .  -+-  a„  étant  égal  k  h -\-  Période.  On  a  ainsi 

et  il  est  certain  que  l'équation  de  Lamé  admet  une  solution 
particulière  de  celte  forme.  Il  ne  reste  qu*à  substituer  cp(£/)  dans 
celte  équation,  et  à  déterminer  m,  ^i,  ^2,  ...,  a/,,  en  donnant 
à  u  des  valeurs  particulières,  ou  par  toute  autre  méthode.  La  solu- 
tion ç(m)  étant  ainsi  connue,  <p( —  u)  sera  une  seconde  solution, 
comme  on  l'a  observé  plus  haut;  et  Tiiitégrale  générale  de  l'équa- 
tion de  Lamé  sera  j^  =  C|o(«)  +  c*2ç( —  w). 

399.  Intégration  de  l'équation  de  Lamé  pour  n  =  i.  —  L'équa- 
tion de  Lamé  est  alors 

(7)  ^  =  î»(P"-*->Or. 


On  a  dans  ce  cas  : 


,    .  .  a'(M  —  o) 

c(a)  =  c'«*«  -î^— '-y 

^  du 


d'où  l'on  lire 


9  (  "  )  y  /  \  y 


et  /t  +  i.  Pour  une  solution  quelconque,  on  a  donc  le  développement 

V(  —  -t-  — -,  4-...WM.'(a"+'-+-c',a»+'-*-...)        (X'  et  (ji'=  const. arbitraires), 

I 

et  l'on  voit  que  si  X'  ^  o,  u  =  o  esl  un  p61e  d'ordre  n  pour  cette  solution  ;  si  X'  =  o, 
c'est  un  zéro  d'ordre  n  + 1. 
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et,  en  dérivant, 
ou 


Il  faut  écrire  que  o(u)  vérifie  l'équation  (^)  de  Lamé,  à  savoir 
2_L-i  =  2(pw-h  A),  ce  qui  donne 

[m-f-Ç(tt  —  a)— Ça]* — p(tt  —  a)  —  pu  —  2X=o. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  constantes  a,  6,  m  de  manière  que 
cette  équation  soit  satisfaite  quel  que  soit  u^  et  Von  est  certain, 
a  priori,  que  cela  est  possible. 

En  employant  la  formule  ^{u  —  v)  du  n**  197,  on  écrit  la  rela- 
tion précédente 

(  w  — Ça  4-  -  2- —  )  — [p{u — a)H-pa-+-pal-+-pa  — aX  =  o, 

•\  2    pu  —  PCI  /  /        r  r     1        r  » 

ou,  d'après  la  formule  qui  donne  p(w  it  v)  (n*  198), 

(//i  — Ça-+--' i — )   —-:(- ^— -)    H-pa  — 2X=o. 

\  ^  2    pu  —  paj         â  \  pu  —  pa  /        '^ 

Développons  le  premier  carré  et  réduisons,  nous  avons 


(8) 


(/n  —  ra)*-l-(/n  —  ?«)(  ^- ^-r-  )  +  pa  —  2X  =0. 

\pu  —  pa  J      •^ 


Le  premier  membre,  qui  doit  être  nul  identiquement,  est  une 
fonction  rationnelle  de  pu  et  pUi^  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme  M(pw)-+- p'u  N(pw),  M  et  N  étant  rationnels  en  pu.  Pour 
qu'une  telle  fonction  soit  nulle  identiquement,  il  faut  et  il  suffit 
que  M  et  N  soient  nuls  identiquement:  sinon  on  aurait 

U{pu) 
^  xN(pu) 

quel  que  soit  2/,  ce  qui  est  impossible,  carie  second  membre  est 
une  fonction  monodrome /7a/re  de  w,  et  le  premier,  p'w,  est  une 
fonction  impaire.  On  a  donc  d'abord  N  =  o,  c'est-à-dire  m=^X^a\ 
il  reste  ensuite,  dans  (8),  âX  =  pa. 
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Si  donc  a  est  une  solution  quelconque  de  l'équation  pa  =  2)., 
Inéquation  (7)  de  Lamé  aura  comme  intégrale  la  fonction 

e«Ça  — i '  \ 

une  autre  intégrale  s'obtiendra  par  le  changement  de  a  en  —  a^ 
puisque  p( — a)=pa,  et  sera 

e-uXfi.  — 1 1  • 

CM  * 

elfe  se  déduit  d'ailleurs  de  la  précédente  parle  changement  de  u 
en   —  w. 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  (7)  sera  dès  lors 

•-    (J'en  —  a\  y    a'(a-+-a) 


H.  —  II.  aK 
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CHAPITHE   VI. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS. 


400.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles  une  relation 
entre  une  fonction,  z^  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
ces  variables  .r,y,  ...,  et  les  dérivées  partielles  des  divers  ordres 
de  z  par  rapport  à  x,  jk>  •  •  ••  L'équation  est  d'ordre  n  si  la  dérivée 
partielle  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure  est  elle-même 
d'ordre  n.  Ainsi  l'équation 


./  dz     dz      d*z  \ 


est  du  second  ordre. 

401.  L'intégrale  générale  d'une  équation  did'érentielle  ordi- 
naire d'ordre  n  contient  n  constantes  arbitraires;  de  même  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 
contient  n  fonctions  arbitraires.  On  peut  s'en  rendre  compte 
comme  il  suit,  en  se  bornant  à  l'équation  du  premier  ordre,  à  deux 
variables  indépendantes. 

Soit  l'équation 

./  dz     ôzX 

résolvons-la  par  rapport  à  l'une  des  dérivées  partielles  : 

dz  l  ùz  ^ 


) 


Je  dis  que  l'équation  (i)  admettra  une  solution  5,  qui, 
pour  a:  =  o,  se  réduira  à  une  fonction  arbitraire  dey,  ^(jk)-  En 
effet,  en  développant  ;;  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant  les 
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puissances  croissantes  de  x^  on  aura 

/t)z\  x^  /ô^z\ 

Or  Téquation  diflTérentîelle  (i)  permet  de  calculer  la  valeur, 
pour  j;  =  o,  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement. 

Le  premier  terme  en  effet,  z{o^y)y  est  égal,  d'après  rhjrpo thèse, 

Or  je  dis  que  si   Ton  connaît  les  n  premiers  coefficients 


9 

:0 


on  pourra  calculer   le    suivant,    c'est-à-dire   (^r-^)       •  En  effet, 

Téquation  proposée  (i),  dérivée  (n  —  i)  fois   par  rapport  à  x, 
donne 

ô'^z       ^  ,    /  ()z  ()«-»;s     dz      d^z  ô"  z      \ 

(  3  )     - — -  =  fonct.  de  (  X,  r ,  ^,  -7"  *  *  *  '  '    .  „   .  y  -r  '  -; — r~  >  •  •  •  »  1 — ^^-  ,rT  )  • 

Faisons  dans  cette  relation  a;  =  o  :  les  valeurs  de 
sont  des  fonctions  de  y  supposées  connues;  soit 
on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  j^, 

et  par  suite,    toutes  les   quantités  qui  figurent  dans  le  second 
membre  de  (3),  ou  Ton  fait  a:  =  o,  sont  connues,  ce  qui  donne  Ja 

valeur  cherchée  de  (  -T—r  ) 

Le  premier  terme  du  développement  (2)  étant  connu,  on 
pourra  ainsi,  de  proche  en  proche,  calculer  [tous  les  autres,  et  ce 
développement  donnera  une  fonction  2,  de  x,  y^  satisfaisant  à 
Téquation  proposée  (i),  et  prenant,  pour  a?  =  o,  la  valeur  ^(j^). 
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Il  resterait  à  démontrer  que  le  développement  est  convergent, 
ce  qui  a  été  établi  par  Cauchy  :  admettant  cette  convergence  sous 
certaines  conditions,  on  voit  que  la  solution  z  obtenue  contient, 
dans  son  expression,  \sl  /onction  arbitraire  ^ (y), 

402.  Remarque.  —  Géométriquement^  cette  proposition 
s^énonce  ainsi  :  Téquation  diflférentielie 


./  dz     dz\ 


admet  une  solution,  z  =  ^{^,y),  telle  que  la  surface  représentée 
par  Téquation 

passe  par  une  courbe  donnée,  z  =  'i(j^),  du  plan  x  =  o. 

403.  Plus  généralement,  on  peut  dire  que  Téquation  difTéren- 
lielle  admet  une  solution,  'S  =  'fi(^,  ^),  telle  que  la  surface 
z  —  ©I  (j7,  y)=o  passe  une  courbe  donnée  de  l'espace. 

Soient  en  effet 

les  équations  de  cette  courbe;  prenons  pour  variables  indépen- 
dantes, à  la  place  de  x  et  de  y^  les  quantités  ^  et  y)  déûnies  par 

ç  =  ar— F(^))        71=^. 
Nous  aurons 

dz  ^  àz  d^        dz  (h\  _^  dz 
dx  ~"  d^  dx        chj  dj?  ~"  d{ 

dy       d\  dy^  dri  dy  d^      ^«^^^  dr^ 

L'équation  différentielle  proposée  deviendra,  si  Ton  y  remplace 
,r,  ^,  ^>  ^  t  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 

elle  est  toujours  du  premier  ordre;  elle  admet  donc  une  solution 
^  =  ©($,  Y)),  telle  que  la  surface  5  — ©($,>))=  o  passe  par  la 
courbe  Ç  =  o,  5  =  4(7j);  ce  qui  revient  à  dire  que  Téquation 


CHAPITRE  VI.  -—   ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES.  437 

difTérenlielIe  primitive  admet  une  solution,  z  =  ç[a;  —  F(^),  ^]? 
telle  que  la  surface  correspondante,  z  —  9  =  0,  passe  par  la 
courbe  x  =  F(^),  3  =  ^{y)* 

40i.  Le  raisonnement  du  n®  401  s'étend  à  une  équation  d'ordre 
quelconque  ;  par  exemple,  étant  donnée  une  équation  du  second 
ordre,  à  deux  variables  indépendantes, 

-/  dz     dz     d^z      d^z      d^z\ 

(4)  f[^.y.  ^.  ^^  ^>  -j^>  :j^^>  -^.j  =  o, 

on  pourra  trouver  une  solution,  3,  telle  que,  pour  07  =  o,  on  ait 

']/  et  ^î^i  étant  deux  fonctions  arbitrairement  choisies  de  y. 

Géométriquement,  cela  signifie  que  Téquation  (4)  admet  une 
surface  intégrale,  z  =  o(Xyy)^  passant  par  une  courbe  donnée 
5  =  '|(jk),  du  planj7  =  o,  et  ajant,  en  chaque  point  de  cette 
courbe,  un  plan  langent  déterminé  :  car  le  plan  tangent  en  un 

point  est  déterminé  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  -p  et  y^  en  ce 

point;  or  la  seconde  équation  (5)  fait  connaître  y  tout  le  long  de 
la  courbe  considérée,  et  la  première  équation  (5),  dérivée  par 
rapport  ky^  donne  de  même  -p» 

405.  Plus  généralement,  on  verrait,  comme  au  n®  403,  que 
l'équation  (4)  admet  une  solution  z  =  o(x^y)^  telle  que  la  surface 
intégrale  correspondante,  r  —  o(x^y)  =  Oj  passe  par  une  courbe  C 
de  l'espace  arbitrairement  clioisie,  et  touche  tout  le  long  de  cette 
courbe  une  surface  donnée  quelconque,  passant  également  par  C. 

406.  Nous  allons  maintenant  indiquer  les  procédés  connus 
pour  intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles^  ou  plutôt />0£/r 
les  ramener  à  des  systèmes  d^équations  différentielles  ordi- 
naires (à  une  seule  variable);  nous  nous  bornerons  au  cas  des 
équations  du  premier  ordre,  et  même,  dans  le   champ   ainsi 
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restreint,  à  des  cas  particuliers:  i®  celui  des  équations  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  inconnue  ; 
2®  celui  des  équations  à  deux  variables  indépendantes  : 


.-/  àz     dz\ 


II.  -  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  PREMIER  ORDRE 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


1®  Équations  linéaires  et  homogènes. 

407.  Considérons   d'abord   l'équation,    linéaire    et  homogène 
par  rapport  aux  dérivées, 

,  ..     dz        ^    dz  -,     ()z 

entre  les  dérivées  d'une  fonction  inconnue  z^  et  les  n  variables 
indépendantes,  a:i,  Xo,  ...,  œ^.  On  suppose  essentiellement  que 
X,,  Xo,  . . .,  X,,  sont  des  fonctions  de  Xt,  X2y  ». .,  Xn  seuls,  c'est- 
à-dire  ne  contiennent  pas  V inconnue  z, 

408.  Solution.  —  Pour  intégrer  Téquation  (i)  on  intégrera  le 
système  auxiliaire  d'équations  différentielles  ordinaires, 
d'ordre  n  —  i , 

V  '*  )  "v        —     Y        —  *  '  •  —      Y        * 

Al  Aj  A/* 

Son  intégrale  générale  renfermera  (n  —  i)  constantes  arbitraires, 
c'est-à-dire  que,  entre  ^i,  . . .,  ^„,  il  y  aura  (n —  i)  relations  con- 
tenant les  (n  —  i)  constantes  C|,  C2,  . . .,  c„_|.  Résolvant  ces  rela- 
tions par  rapport  aux  constantes,  on  aura 

l       Ci  =  ?i(a-|,  a?j,  . . .,  x„)^ 
(3) 
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les  foQCtions  Çi,  ©a,  . ..,  ç«_4  étanl,  (n®  329),  (n  —  i)  intégrales 
premières  dislincles  du  système  (2). 

Cela  posé,  la  solution  générale  de  Inéquation  aux  dérivées 
partielles  (i)  est 

y* étant  une  fonction  arbitraire^  et  toutes  les  solutions  sont  com- 
prises dans  cette  formule. 

Démonstration.  —  Je  dis  d'abord  que  les  fonctions  ©1 ,  ©2»  •  •  m 
©//_!,  et  plus  généralement  une  intégrale  première  quelconque,  ©, 
du  système  (2),  sont  des  solutions  de  l'équation  (i).  En  effet,  si 
Ton  a,  pour  les  valeurs  de  ;r,,  x-^t  ...,  Xn  qui  satisfont  au  sys- 
tème (2),  la  relation 

9(371,   ^2,    .  .  .,  X„)=  C, 

on  aura,  en  diiïérentiant, 

-    -  dxi  -h  ,  -  dx^  H- . . .  -f-  -—-  dxn  =  o, 

OXi  OXi  ÔXn 

équation  qui  a  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  Xi,  x^^  . . .,  Xn]  en 
y  remplaçant  rfj7|,  rfxj,  . . .,  dxn  parleurs  valeurs  proportionnelles 
tirées  de  (2),  on  a 

(  i  )  Xi  ~^-  -h  X,  -f"^-  -h. .  .-h  X«  p-  =  o. 

^  Oxi  ôXf  oXfi 

Cette  équation  (4)  a  encore  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de 
jTi,  0^2»  '  '  "i  Xft  vérifiant  le  système  (2);  elle  est  satisfaite,  en  par- 
ticulier, pour  les  valeurs  initiales,  lesquelles  sont  arbitraires 
(n**  324)  :  elle  a  donc  lieu  quels  que  soient  Xt,  Xj-,  ...,  x„^  c'est- 
à-dire  que  o(^i,^2,  ...,  Xn)  est  une  solution  de  l'équation  pro- 
posée (i). 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de 
cette  équation  (i). 

Observons  à  cet  effet,  qu'une  au  moins  des  fonctions  X|,  ...  X,, 
n'est  pas  nulle;  soit  par  exemple  X„^o.  Prenons  alors  pour 
variables   indépendantes  à  la  place  de  x^^  x.2,  ••.,  Xn^t,  Xn  les 
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fondions  ^i,  02,  ...,  o„^i,  et  Xn  (*);  la  solution  générale  cher- 
ciiée,  z,  sera  de  la  forme 

Z  =  F(Ç|,  Çi,   ...»  9/j-i,  Xn). 

Ecrivons  qu'elle  vérifie  (i),  ei  à  cet  e (Tel  formons  ^ — »  •••,  -r-^* 

OX\  OX  f^ 

Ou  a 


doTi        dox  dxx 

dz    _  ()F  d^x 
dXf  "~  c^çi  dXf 

()F 

•-^  -^ 

dx% 

dz         dF   doi 
dXn  —  doi  dXn 

dF 

..H- 

ï 

dXn           àXa  ' 

dF 

-  —  étant  la  dérivée  partielle  de  F  par  rapport  à  Xg^^  en  tant  que 

celte  variable  figure  explicitement  dans  F.  Portant  ces  valeurs 
dans  (1),  on  obtient,  en  tenant  compte  des  équations  telles  que  (4) 
qui  expriment  que  cp,,  ^^y  •••;  ?/i-i  !»ont  des  solutions  de  (1), 

d'où,  puisque  X„  n'est  pas  nul,  - —  =  o.  Ainsi,  il  faut  et  il  suffit 

que  la  fonction  F(f  «,  Q2>  •••)  ?/i-i)  ^u)  ne  contienne  pas  explicite- 
ment x^  c'est-à-dire  soit  une  fonction  de  0|,  ©2,  ...,  0/i«i,  et  l'on 
a  dès  lors,  pour  la  solution  la  plus  générale  de  la  proposée  (i), 

F  étant  une  fonction  d'ailleurs  arbitraire. 

L'intégration  de  l'équation  (4)  est  ainsi  ramenée  à  celle  du 
système  (2);  on  voit  que  ia  solution  la  plus  générale  de  (i)  est 
donnée  par  l'intégrale  première  la  plus  générale  de  (2),  et  que 
l'intégration  de  l'équalion  (1)  et  celle  du  système  (2)  sont  deux 
problèmes  absolument  équivalents. 

« 

(*)  Ainsi,  nous  prenons  pour  variables  indépendantes  9,,  9,,  ...,  9.^1  el  x^  : 
ce  changement  de  variables  est  possible,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  relation 
entre  9p  9,,  . . . ,  9^,  et  x^.  Car  :  i»  il  n'y  a  pas  de  relation  entre  Op  9,,  . . . ,  ©„_,, 
intégrales  premières  d'un  système  dilTérentiei  canonique  d*ordre  (/i  —  1)  (n*  329); 
3*  il  n'y  a  pas  de  relation  de  la  forme  x^^^  fonct.  de  (9p  9,,  ...,  9«_|),  car  une 
telle  relation  exprimerait  que  jr^r=const.  est  une  intégrale  première  du  système  (j), 
ce  qui  entraînerait,  dans  (3),  d,^m=  o»  et  par  suite  X„=o,  hypothèse  écartée. 
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i09.  Exemple.  —  Soit  Téqualion 

dz  dz 

qui  rentre  bien  dans  le  type  (i).  Le  système  auxiliaire  (2)  est 

ûTa?       dy 

X   "  y  ^ 

^ration  donne 

d'où        Cl  =  —• 


et  rintéuration  donne 

y  =  cix\ 


La  solution  la  plus  générale  de  la  proposée  est  donc 


-œ 


F  étant  une  fonction  arbitraire. 


2**  Équations  linéaires  à  second  membre. 
410.  Soit  maintenant  l'équation 

^  ÔXx  OX^  OXn 

OÙ  non  seulement  il  y  a  un  second  membre,  Z,  mais  où  les 
X|,  X2,  ...,  Xm  et  Z  sont  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes, J7{,  . . .,  ^/i,  et  de  la  fonction  inconnue  z. 

Supposons   que    Tinconnue   z  soit   définie  par  une  équation 
implicite 

(6)  *(ar|,  Xt,  ...,  Tny  5)=o, 

et  cherchons  à  déterminer  la  fonction  4>  de  telle  sorte  que  z 
vérifie  la  proposée  (5).  On  tire  de  (6),  en  dérivant  successivement 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  x^j  x-xi  *••)  <^/o 

t)*-      ù^  dz 

ùxx        dz  dx\         ' 

d*        ù^   dz 

h  -p  ^—  =  o, 

Oxx        Oz  aXf 
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équations  qui  donnent -r — >  -r-^>  •••>  sous  la  forme 

dz  à^    .  &P 

dxi  """       ôxi  '  <^5 

Portons  ces  valeurs  dans  (5),  nous  avons 
(7)  X,- h  Xi-. h...-4-Xrt;^ ^-Z-—  =0, 

équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion ^.  Pour  que  la  fonction  z^  définie  par  4>(:ri,  ...,  oc„_^^  z)  =  o^ 
soit  une  solution  de  la  proposée  (5),  il  n'est  pas  nécessaire  que 
Téqualion  (-)  ait  lieu  identiquement,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
a?i,  x^^  ...,  Xn^  z]  il  suffit  qu'elle  ait  lieu  pour  les  valeurs  de 
X|,  . . .,  Xii'i  z  qui  vérifient  ^{x^^  . . .,  .r;,,  z)=^  o.  Si  donc  nous 
déterminons  ^  en  regardant  Téqualion  (7)  comme  ayant  lieu 
identiquement,  nous  obtiendrons  ainsi  des  solutions,  z,  de  Téqua- 
tion  proposée,  mais  nous  ne  serons  pas  sûrs  d'obtenir  toutes  les 
solutions.  Suivons  néanmoins  celle  marche. 

L'équation  (7),  quand  on  la  suppose  vérifiée  quels  que  soienl 
x^ ,  X'x^  . . .,  Xfi'i  z,  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  en  4>, 
les  variables  indépendantes  étant  Xt^  ...,  Xn^  Z]  elle  est  du  type 
que  nous  savons  intégrer  (n"*  408  et 409).  Ou  considère  à  cet  effet 
le  système  auxiliaire  de  n  équations  : 

dxi  _  dûTt  ^       _  (ixji  __  dz 

Al  Aï  Art  A 

que  l'on  intègre  sous  la  forme 

et  l'on  obtient  la  solution  générale  de  (7)  par  la  formule 

/"étant  une  fonction  arbitraire.  Donc  une  solution,  s,  de  Téqnation 
proposée  (5),  sera  définie  par  la  relation  implicite 

(9)  /(?!,   ?S,    ..-,  ?«)=0. 

Ail.  A  priori,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  ne  doit 
pas  s'attendre  à  avoir  ainsi  la  solution  la  plus  générale  :  mais  on 
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peut  établir  que  la  solution  (9)  ne  laisse  échapper  que  des  solutions 
exceptionnelles,  ne  renfermant  pas  de  constante  arbitraire. 

Soit  en  effet  ^(a7|,  X2^  -  • .,  Xn^  -5)=  c  une  solution  de  la  pro- 
posée (5)  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  c  (^);  en  tirant 

de  celte  relation  - — ,  -r-^j  •••  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  et 

portant  dans  (5),  on  retombe  sur  Téquation  (7),  à  savoir 

équation  où  c  ne  figure  pas  explîcitemenl,  et  qui  doit  avoir  lieu 
pour  les  valeurs  de  X\^  X2,  . . .,  x„^  z  vérifiant  la  relation 

Or,  c  étant  une  constante  arbitraire,  cette  dernière  relation  est 
vérifiée  par  des  valeurs  initiales  simultanément  arbitraires  de 
:ri,  ....  Xfif  z,  c'est-à-dire  que  (7)  doit  avoir  lieu  identiquement, 
quels  que  soient  x< ,  . . .,  x„,  z. 

Par  suite,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  4>  est  une  fonction  de 
Cm  ?2>  "M  ?M>  ^^  ^^s  lors  la  solution  ^{xt.  ...,  Xny  z)=  c  est 
comprise  dans  la  solution  (9)  : 

OÙ  y  est  une  fonction  arbitraire. 

Donc,  comme  nous  l'avons  annoncé,  s'il  existe  d'autres  solu- 
tions que  la  solution  (9),  ce  sont  des  solutions  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  qu'on  nomme  solutions  singulières, 

412.  Règle.  —  Voici  donc  l'énoncé  de  la  règle  d'intégration  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celle  du  n°  408  : 

Soit  l'équation 
oà  z  est  V inconnue,  x^ ,  x^^  . .  -,  Xn  les  variables  indépendantes, 


(*)  On  suppose  Téquation  entre  x^  x^^  ...,  x^,  z  ti  c  résolue  par  rapporta  la 
coDstante  c,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralilé. 
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etXiy  Xa,  . ..,  Z  des  /onctions  de  œ^^  œ^,  ...,  ^n,  5.  Pour  l'in- 
tégrer, on  intégrera  le  système  auxiliaire  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires  {d' ordre  n)  : 

dx\  ^  dxi  ^       _  dxn  _  dz 

(o)  -y    '    —  "y       —  •  •  •  """  "v       """  TT"  ' 

A|  Af  A||  L, 

ce  qui  donnera  n  relations  qu'on  résoudra  par  rapport  aux 
n  constantes  arbitraires  : 

La  solution  générale  z  de  l'équation  proposée  sera  donnée 
par  la  relation  implicite 

/étant  une /onction  arbitraire  :  mais  certaines  solutions  (sin- 
gulières, ne  ren/ermant  pas  de  constante  arbitraire)  pourront 
échapper  à  cette  /ormule. 

413.  Exemples. —  \^  Equation  des  cylindres.  —  C'est  Téqua- 
tion  aux  dérivées  parlielles  (Tome  I,  n**  120) 

dz  dz 

a  - — h  ^  ^  -  =  1,        (a  el  ô  =  consl.)' 
ox  oy 

Le  système  auxiliaire  (8)  est  ici 

dx  __  dy  __  dz 

d'où  Ton  tire 

X  —  as  =  C|,       y  —  bz  =  Cij 

et  la  solution  géuérale  de  la  proposée  est  donnée  par 

/(X'--az,y  —  bz)  =  o, 

/  étant  une  fonction  arbitraire.  Celle  équation  représente  un 
cylindre  dont  les  généralrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  bj  i. 

2"  Équation  des  /onctions  homogènes,   —   Soit  à   intégrer 

l'équation 

dz  dz 

dx       "^  dy 
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Le  système  auxiliaire  (8)  esl  ici 

dz 


(8  bis) 

X         y        mz 

d*où  l'on  lire 

ou 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

/fj_,2:)  =  o,     ou     ^  =  ?C^). 

o  étant  une  fonction  arbitraire.  L'inconnue  z  est  donc  une  fonc- 
tion homogène  quelconque  de  x  et  y,  d'ordre  m. 

3°  Equation  des  sur/aces  de  résolution.  —  Soit  à  intégrer 
ay  —-  bx-h  j-  {cy  —  bz)  ■+•  -r-  (««  —  ex)  =  o. 

Le  système  auxiliaire  (8)  est 

dx  dy  dz 


(8  ter) 


cy  —  bz       az  —  ex       bx  —  ay 

On  en  tire 

a  dx  -^  b  dy  -^^  c  dz  ^  o^ 

X  dx  -h  y  dy  -h  z  dz  =^  o^ 

relations  qui  s'intègrent  de  suite  et  donnent 

Cl  =  ax-^  by-{-  cz^ 

Ct  =  X*  -h y*  -h  z*; 

c'est  ^intégrale  générale  du  système  différentiel  (8  ter).  La  solu- 
tion de  la  proposée  est  donc  fournie  par  l'équation  implicite 

f{ax-h  by-hcZj  x^-^-y^-h  z*)  =  o, 

qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 

a:  _  ^'  __  a 
a  "^  b  "^  c 
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4**  Soit  à  intégrer  l'équation 

dz  âz 

-—  -h  3—  =  o. 

dx  ây 

Le  système  auxiliaire  est 

dx       dy       dz 

I  z  o 

Le  dernier  rapport  entraîne  dz  =  o,  d'où 

Cl  =  z. 

Portant  cette  .valeur  de  z  dans 

on  en  conclut 

y  =  Cix-^Ci, 

d'où 

Ci  =  z,         Ci  =  y  —  zx, 
et  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donnée  par  réquation 

y*étant  une  fonction  arbitraire. 

41  i.  Interprétation  géométrique  de  la  méthode  d'intégration. 

—  Soit  réquation  dilTérentielle  à  deux  variables  indépendantes,  jr 
et  y, 

qui  est  l'équation  (5)  dans  le  cas  de  /i  =  2  :   P,  Q,  R  sont  des 
fonctions  de  x,  y,  z. 

Considérons  la  droite  D  qui  a  pour  équations 

\—x       Y— Y       Z— 5 


(D) 


V  0  K     ' 


V 


à  chaque  point  x,  y^  z  de  l'espace  correspond  ainsi  une  droite  D, 
passant  par  ce  point. 

Soit  z  =  '^{x^y)  une  intégrale  de  l'équation  (10)  :  cette  équci- 
tiofi  (10)  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface 
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au  point  (x,  y^  -),  contient  la  droite  D  relative  à  ce  points  car 
ce  plan  langent  est 

(X-x)g-H(Y-:K)|-(Z-.)  =  o. 

Cela  posé,  appelons  courbe  caractéristique  une  courbe  qui,  en 
chacun  de  ses  points  x,  y^  z^  admet  pour  tangente  la  droite  D 
correspondant  à  ce  point  :  les  courbes  caractéristiques  seront  défi- 
nies analjtiquement  par  le  système  diflerenliel 

dx  _dy  _  dz 

dont  Tintégrale  générale,  qui  renferme  deux  constantes  arbitraires, 
est  de  la  forme 

(il)  cx  =  '^i{x,y,z),        c,=  o,(j-,  j, -). 

Ces  deux  équations  (i  i)  sont  celles  des  courbes  caractéristiques; 
celles-ci  sont  en  nombre  doublement  inGni  (*). 

Or  toute  surface  engendrée  par  des  caractéristiques,  associées 
suivant  une  loi  quelconque,  est  une  intégrale  de  Péquation  pro- 
posée (lo)  :  car,  en  chaque  point  [x^y^z)  de  cette  surface,  le 
plan  tangent  contient  la  tangente  à  la  caractéristique  qui  passe 
en  J7,  y,  -c,  c'est-à-dire  la  droite  D  relative  à  ce  point. 

Réciproquement,  sur  toute  surface  intégrale  de  l'équation  (lo), 
il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques.  En  ellet,  on  peut  tracer  sur 
une  surface  quelconque,  S,  une  série  simplement  infinie  de  lignes 
définies  par  la  condition  de  toucher,  en  tout  point  de  S,  une  droite 
déterminée  située  dans  le  plan  tangent  :  ainsi  les  lignes  de  cour- 
bure sont  celles  qui  touchent,  en  chacjue  point,  un  des  axes  de 
l'indicatrice.  Or,  pour  une  surface  intégrale  de  (lo),  en  tout 
point  M,  la  droite  D  relative  à  M  est  dans  le  plan  tangent,  puisque 
Téquation  (lo)  exprime  précisément  cette  propriété  :  on  en  con- 
clut qu'il  y  a  bien,  sur  la  surface,  une  série  simplement  infinie  de 


(*)  Les  équations  (ii)  donnent  la  solution  générale  du  système  différen- 
tiel (C);  elles  ne  donnent  pas  toutes  les  solutions.  Les  solutions  singulières  du 
système,  sUl  en  existe,  ne  sont  pas  ncccssairement  comprises  dans  les  for- 
mules (il). 
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lignes  touchanl,  en  chacun  de  leurs  points,  la  droite  D  correspon- 
dante, c'est-à-dire  une  série  de  caractéristiques  (*). 

L'intégrale  générale  de  (io)  est  donc  une  surface  quelconque, 
engendrée  par  les  caractéristiques  :  or,  pour  que  la  caractéris- 
tique (i  i), 

engendre  une  surface,  il  sufGt  d'établir  une  relation,  quelconque 
d'ailleurs,  entre  c%  et  O2, 

/(C|,C,)  =  0, 

de  sorte  que  les  surfaces  intégrales  cherchées  sont  données  par 

Téquation 

/(?i»?t)  =  o, 

f  étant  une  fonction  arbitraire.  On  retrouve  ainsi,  par  une  voie 
géométrique,  les  résultats  analytiques  du  n^  412. 

415.  Remarque.  —  Si  Ton  veut  trouver  la  surface  intégrale  qui 
contient  une  courbe  donnée,  on  prendra  les  caractéristiques  qui 
passent  par  les  divers  points  de  cette  courbe  :  leur  lieu  sera  la  sur- 
face cherchée.  De  même,  on  obtiendra  une  surface  intégrale  cir- 
conscrite à  une  surface  donnée  en  prenant  les  caractéristiques  qui 
touchent  cette  surface. 

416.  Exemples.  —  i^  Dans  l'intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution,  on  a  trouvé  pour 
les  caractéristiques 

les  caractéristiques  sont  donc  des  cercles,  situés  dans  des  plans 


(*)  Ce  raisonnement  peut  souffrir  des  exceptions.  En  effet,  les  courbes  qui 
touchent  en  chacun  de  leurs  points  la  droite  D  correspondante  ne  sont  pas  né- 
cessairement des  caractéristiques,  parce  que  le  système  différentiel  (C)  peut 
admettre  comme  solutions  {singulières)  d'autres  courbes  que  les  caractéris- 
tiques. Mais  si  de  telles  courbes  existent,  elle  ne  peuvent  dépendre  que  d'une 
constante  arbitraire,  au  plus,  puisqu'elles  ne  constituent  pas  la  solution  gêne'- 
rate  du  système  (C);  elles  ne  peuvent  dès  lors  engendrer  qu'une  seule  surface^ 
dont  Téquation  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire.  Cette  surface  est  d'ail- 
leurs, quand  elle  existe,  une  solution  singulière  de  l'équation  proposée  (10);  on 
démontre  qu'elle  est  l'enveloppe  des  caractéristiques. 
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perpendiculaires  à  l'axe  —  =  ^  =  -,  et  aj^ant  leurs  cenlres  sur  cet 

axe  (parallèles). 

2°  Déterminer  une  surface  telle  que  le  plan  tangent  en  un 
quelconque  de  ses  points,  M,  rencontre  Oz  en  un  point  qui 
soit  équidistant  du  point  M  et  de  C origine. 

1^0  plan  langent  en  M,  [x^y^  5),  étant 

/  —  ;?  =  —  (\—a:)-h  —  (\  —y), 

l'équation  du  problème  est 

,      /     dz  dzY      I  àz  dz\^ 

•^         \    dx      ^  dy]        \  dx      -^  ùy) 


OU,  après  réductions, 


(la) 


dz 


dx         "^  ày 


dz       z^  —  iT*  —  y^ 


dz    .   dz 


C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  t-  et  — ,  qu'on  intégre- 
rait aisément  par  la  méthode  analytique  générale;  il  sera  plus  inté- 
ressant de  l'intégrer  géométriquement. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  surface  intégrale;  désignons 
par  T  le  point  de  Oz  équidistant  de  M  et  de  O  {fig»  90)  :  le  plan 


Fig.  90. 


tangent  à  la  surface  intégrale  en  M  doit  passer  par  T,  c'est-à-dire 
contenir  la  droite  MT.  C'est  là  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
que  doivent  vérifier  les  surfaces  intégrales  ;  c'est  celle  qu'exprime- 
rait analjtiquement  l'équation  (12). 

Il  en  résulte  que  MT  est  la  droite  D  qui  correspond  au  point  M. 

H.  —  II.  ag 
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Cherchons  maintenant  les  caractéristiques,  c'est-à-dire  les 
courbes  qui  admettent  pour  langente,  en  un  point  quelconque  M,  la 
droite  D  (c'est-à-dire  MT)  relative  à  ce  point.  L'égalité  TO  =  TM 
montre  que  la  droite  MT  est  tangente,  en  M,  au  cercle  qui  passe 
par  M  et  qui  touche  O^  au  point  O;  par  suite  les  cercles  (en 
nombre  doublement  infini)  qui  passent  par  l'origine  O  et  touchent 
en  ce  point  l'axe  O  z  sont  les  caractéristiques. 

La  surface  intégrale  est  donc  une  surface  quelconque  engendrée 
par  des  cercles  touchant  0-3  en  O;  un  tel  cercle  est  situé  : 
I  "  dans  un  plan  mené  par  O  5  ;  2°  sur  une  sphère  passant  par  l'ori- 
gine O,  et  touchant  en  ce  point  un  plan  arbitrairement  choisi 
mené  par  0-3,  le  plan  x  =  o^  par  exemple.  Les  caractéristiques 
ont  donc  pour  équations 

d'où,  pour  l'équation  d'une  surface  engendrée  par  ces  lignes, 

ou 


iF«  +  j^*-h^*=ar4'(  — )>         et         z  =  1/ —  a?*  —  j^* -*- x  <|;  ( -^  K 

^  étant  une  fonction  arbitraire.  On  a  ainsi  trouvé  les  surfaces 
cherchées  sans  même  se  servir  de  Téquation  (12)  qui  les  définit 
analytiquement.  En  intégrant  celle-ci  on  arriverait  aux  mêmes 
résultats. 


III.  —  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


417.  Généralités.   —  Les   équations  (linéaires)  aux  diOeren- 
tielles  totales  sont  du  type 

(i)  dz  =  \{x,y,  z)dx-hY{x,jr,  z)dy, 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  données  de  x^  y,  z,  Existe-t-il  une 
fonction  z(x,  y),  de  x  ely,  telle  que,  si  l'on  forme  dz^  c'est-à-dire 

()z   ,         dz  , 
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celte  différentielle  soit  identique  au  second  membre  de  (i),  où 
Ton  a  remplacé  z  par  z(x^  y)?  Évidemment  il  faut  et  il  suffit  pour 
cela  que  la  fonction  z(x,  y)  vérifie  les  deux  équations  différen- 
tielles 

Le  problème  de  chercher,  si  elles  existent,  les  solutions  z  de 
l'équation  (i),  revient  donc  à  chercher  les  solutions  ^  communes 
aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (2). 

Pour  reconnaître  si  le  système  (2)  admet  une  solution  z^  déri- 
vons la  première  équation  (2)  par  rapport  à  j^,  la  seconde  par 
rapport  à  x.  Nous  trouvons,  en  tenant  compte  des  équations  (2) 
elles-mêmes, 


Ox  Oy       ùy         dz   ày        ùy        àz 
d^z         dY       dY   dz        dY        dY  ^ 


ôy  Oa;       ôx        dz   Ox        dx        dz 

Si  la  fonction  z  existe,  on  aura  donc 

^X       d\^      dY       dY^ 
^    *  dy        dz  dx        dz     ' 

égalité  qui  doit  avoir  lieu  quand  on  remplace,  dans  les  deux 
membres,  z  par  la  fonction  z{Xy  y)^  solution  du  système  (2). 
Deux  cas  sont  alors  possibles  :  i"*  la  relation  (3)  est  une  identité 
en  x^  y^  z\  2°  dans  le  cas  contraire  elle  définit  une  fonction  z^  de 
X  ely,  qui  ne  renferme  pas  de  constante  arbitraire,  et  qui  seu/e 
peut  satisfaire  au  système  (2)  :  il  suffira  d'examiner  si  elle  y 
satisfait  effectivement,  et,  suivant  le  résultat  du  calcul,  le  sys- 
tème (2)  aura  ou  n'aura  pas  de  solution. 

Par  suite,  le  système  (2)  ne  pourra  admettre  de  solution, 
z{Xj  y)j  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  que  si  l'équation  (3), 
que  nous  appellerons  la  condition  d'intégrabilité,  est  satisfaite 
identiquement.  Si  elle  ne  l'est  pas,  il  est  possible  qu'il  existe  une 
solution,  sans  constante  arbitraire,  qu'on  obtiendra  comme  il  vient 
d'être  dit. 

418.  Intégration.  —  Supposons  donc  la  condition  d'intégrabi- 
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lité  (3)  satisfaite  identiquement,  quels  que  soient  :r,  y^  z\  je  dis 
que  le  système  (2)  admet  une  solution,  et  que  celle-ci  renferme 
une  constante  arbitraire. 

Considérons,  en  eflel,  la  première  équation  (2), 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles,  linéaire  en  --^  et  -7^»  et 

à  second  membre;  son  intégrale  générale  s'obtient  (n°  412),  par 
rintégration  du  système  auxiliaire 

,  ,         dx       (fy       dz  dy  dz       ^ , 

(4)  _  =  ^=^,         ou        -^=0,         ^=X(r,j,s>, 

dont  une  intégrale  première  estj^=C|.  So\lf[x^  y^  z)^=(l2  «ne 
autre  intégrale  première;   l'intégrale  générale,   -3,  de  l'équation 

dz 

—  :=X  sera  donnée  (n"  412)  par  la  relation 

(5)  /(^,7,  s)  =  *(r), 

^  désignant  une  fonction  arbitraire.  Observons,  avant  d'aller  plus 
loin,  que  la  fonction  y(j?,^,  s),  intégrale  première  du  système  (4), 
vérifie  (n°  408),  quels  que  soient  x,  y^  5,  la  relation 

Cela  posé,  la  question  de  reconnaître  si  les  deux  équations  (2) 
sont  satisfaites  par  une  même  fonction  z  revient  à  examiner  si  la 
fonction  .s,  définie  par  (5),  et  qui  est  la  solution  générale  de  la 
première  des  équations  (2),  peut  aussi  vérifier  la  seconde,  à  savoir 

—  =Y(a^,j.,  5). 
Or  la  relation  (5)  donne,  par  dérivation  par  rapport  à^, 

^^^  dy'^  dz  dy  "-*(-^)' 

d'où  l'on  tire  -7^;  si  nous  exprimons  que  cette  valeur  de  -p  est 
égale  à  Y,  nous  avons  l'équation 

(«)  |  +  |^=*v), 
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qui  doit  être  satisfaite  quand  on  y  remplace  z  par  la  fonction 
^i^^y)  définie  par  (5). 

Ainsi,  tout  revient  à  voir  si  l'on  peut  déterminer  la  fonction 
arbitraire  ^(y)^  de  telle  manière  qu'en  tirant  ^  de  (5)  et  portant 
dans  (8),  on  obtienne  une  identité  en  x  ely. 

Or  (5)  donne  pour  z  une  expression  de  la  forme 

et,  après  substitution  de  cette  valeur  dans  (8),  le  premier  membre 
de  (8)  devient  une  fonction  de  x^y^  ^(y)y  '^  second  membre  est 
une  fonction  dey  seul,  ^'(y)  :  on  n'arrivera  donc  à  une  identité 
que  si  le  premier  membre  nouveau  ne  contient  pas  x;  alors  Téqua- 
lion  (8)  se  réduira  à  une  relation  entre  y^  ^(jk)?  ^  (jk)»  c'est- 
à-dire  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  en  ^(y)» 
Elle  deviendra  une  identité  si  l'on  prend  pour  ^{y)  l'intégrale 
générale  de  cette  équation  différentielle,  intégrale  qui  contient 
une  constante  arbitraire. 

Donc  enfin,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  5,  définie  par  (5),  vérifie  (8)  est  que,  en  remplaçant  z  par 
sa  valeur  tirée  de  (5)  dans  le  premier  membre  de  (8),  on  obtienne 
un  résultat  indépendant  de  x.  Cela  revient  à  dire  que  le  premier 
membre  de  (8),  où  z  est  défini  par  (5),  a  une  dérivée  nulle  par 
rapport  à  X'^  c'est-à-dire  que  l'on  a,  quels  que  soient  x  ety^ 

(a)      JVL  +  JÎL/l^  +  Y/'-^  +  ^^U^-^/'^  +  ^^Uo. 
^^      dy  dx        ôy  dz  djc  \dz  ôx       Oz^  dxj       dz\dx        dz  dx / 

Or,  pour  la  fonction  z  définie  par  (5),  -r^  est  égal  à  X  puisque 

ôz 
l'équation  (5)  est  l'intégrale  générale  de  j-  =  X;  d'ailleurs,  en 

vertu  de  Videntité  (6),  -p  =  —  ^^^  ^^  ^  identiquement,  quels 
que  soient  j?,  y  et  -, 

dx  ôy  dz  dy        dy  dz  dx  dz  ^    dz^        dz  dz 

Portons  les  valeurs  prccédentes  de  -r- »    ,    'f  >   ,     ,    dans  l'équa- 

*■  dx     dx  dy     dx  dz  *■ 

tion  (9);  celle-ci  devient,  après  réductions, 

dz  \dx        dz  dy        ôz     )         ' 
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et  se  trouve  satisfaite  idenliquement,  en  vertu  même  de  l'hj^po- 
thcîse  faite  sur  la  condition  d'intégrabililé  (3). 

Il  résulte  de  toule  cette  analyse  que,  si  la  condition  d'inlégra- 
bilité  (3)  est  satisfaite  identiquement,  on  pourra  trouver  une 
fonction  ^(^),  renfermant  une  constante  arbitraire,  lelle  que  la 
fonction  z  définie  par  (5)  vérifie  le  système  (2);  en  d'autres 
termes,  Téquation  aux  différentielles  totales  (i)  admettra  alors  une 
solution,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  qu'on  obtiendra 
comme  il  vient  d'être  expliqué  :  on  aura,  pour  déterminer  ^(>'),  à 
intégrer  une  équation  dilTérentielle  du  premier  ordre. 

419.  Exemple.  —  Soit  l'équation  aux  difTérentielles  totales 

( 1 1»)  dz  =  n^ dx -+-  m  —  dv-^ 

'  X  y   '^ 

/i  et  m  désignant  des  constantes;  elle  revient  au  système 

dz  z  dz  z 

(II)  -—  =n->  --  =  m  — . 

ôx  X  oy  y 

La  condition  d'intégrabiiité  est  ici 

à  f  z\  z    d  /  nz\  _        à  /  z\       nz   d  /  mz\ 

*^y  \^ )  y  dz\  X  )  dx  \y )        x    àz\  y  / 

Comme  —  f  -  j  =  o,  et  que  de  même  -7-  f  —  j  =  o,  il  reste 


mn 


y\x)      '^^^x\y) 


et  la  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée  identiquement. 

Intégrons  maintenant  la  première   équation  (11);  le  système 
auxiliaire  est 

dx       dy        X    ,  ,  dx       dz 

—  =  -  -  =  —  dz,        ou        dy  =  o,        n =0, 

ï  o         nz  ^  '  X         z  ^ 


ce  qui  donne 


X' 


L'intégrale   générale  z  de    la  première  équation  (11)  est  donc 
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donnée  par 

d'où,  par  dérivation  par  rapport  à  y^ 

àz  ^, , 

et,  puisque  z  doit  satisfaire  à  la  seconde  équation  (i  i), 

z 
(i3)  m—  =a?'»<>'(^). 

11  faut  déterminer  ^(y)  de  manière  que  z,  défini  par  (12), 
vérifie  (i3),  ce  qui  donne 

—  ^{y)=  *'(  V),  OU  --j^  =  —  , 

et,  par  intégration, 

log  4>(^)  =  m  \ogy  H-  loga, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  solution  z  de  Téqua- 
tion(io),  ou  du  système  (i  i),  est  donc  donnée  par  Téquation  (12), 
où  Ton  remplace  ^{y)  par  sa  valeur  précédente;  on  trouve  ainsi 

420.  Remarque.  —  La  méthode  des  n"*  417-418  permet  de 
trouver,  si  elle  existe,  la  solution,  ^,  d'un  système  de  deux  équa- 
tions du  type 

p  ex.  q  désignant  t-  et  ^  • 

Car  en  résolvant  ces  deux  équations  en/>  et  ^,  on  a 

/?  =  X(ar,  y,  z),         q  =  Y(a7,  y,  z), 

et  Ton  est  ramené  au  système  (2)  traité  plus  haut. 

Si  les  deuK  équations  (i4)  ne  pouvaient  être  résolues  en  p  et  q^ 
c^est  qu'en  tirant  p  de  la  première  et  portant  dans   la  seconde, 
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on  réduirait  celle-ci  à  une  équation 

^(x,y,  z)  =  o, 

indépendante  de  q.  On  examinera  alors  si  la  fonction  z^  définie 
par  cette  équation,  vérifie  le  système  (i4)i  ^^  selon  le  résultat  du 
calcul,  le  système  aura  ou  n^aura  pas  de  solution. 


IV.  -  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


421.  Ce  sont  les  équations  de  la  forme 

en  posant,  pour  simplifier  Técriture, 

dz  ()z 

^       ox  ^        ùy 

m 

Lagrange  a  donné,  pour  intégrer  Téquation  (i),  une  méthode 
extrêmement  remarquable. 

On  suppose  connue,  et  nous  verrons  plus  loin  le  moyen  de 
l'obtenir,  ce  qu'on  appelle  une  solution  ou  intégrale  complète, 
c'est-à-dire  une  relation  entre  :r,  y,  z  et  deux  constantes  arbi- 
traires, a  et  ^, 

('-*)        ■  *(>,^,  3,  a,  ?;  =  o, 

telle  que  la  fonction  z  définie  par  cette  relation  soit  une  solution 
de  la  proposée  (i),  quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes 
a  et  ^. 

Une  telle  fonction  4>  étant  connue,  on  peut  en  déduire  l'équa- 
tion différentielle  (i):  car  on  a,  en  dérivant  (2)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  a:,  ^, 
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et,  en  éliminant  a  et  jâ  entre  (2),  (3)  et  (4),  on  arrive  à  une  rela- 
tion 

(5)  ^{^,yy  «,/>,  g)=o, 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (1).  Car,  s'il  en  était 
autrement,  entre  les  relations  (i)  et  (5),  que  vérifie  la  fonction  z, 
de  x^y,  définie  par  (2),  éliminons  q  :  nous  obtenons  une  rela- 
tion 

vérifiée  par  cette  même  fonction.  Or,  en  choisissant  conve- 
nablement a  et  ^  dans  (2),  on  peut   faire  en  sorte  que,   pour 

X  et  j^  donnés,  5  et  —  »  ou  y?,  aient  des  valeurs  arbitraires  (*)  r  il  ne 


(*)  Voici  comment  00  peut  rendre  ce  poi ni  rigoureux.  Résolvons  Téquation  (q) 
par  rapport  à  ^ 

(2  bis)  ?  =  ?(a7,  y,  5,  a). 

fi^        /^•n       //3 

Je  dis  d'abord  que  l'une  au  moins  des  dérivées  partielles  -r^  »  -r-  »  -r*  conlient  a. 

^  '^  ôj:    ày    ôz 

Car  on  a  identiquement 

Ox  ôy    -^       OZ  OoL       ' 

d'où  (Tome  I,  ri»328), 

?=/      -r-  -^r  I     {  -r-)  dy-h  I     l-r)    dz-h  l      --^ — ; ■ — -  dn.  +  const., 

o3     d"^     ôo 
et  si   -r-^)  -r- »  —   ne  conlicnnenl  pas  a,  on  voit  que  a  ne  figure  dans  9  qu'au 
dx    ôy    ôz 

dernier  terme,  de  sorte  que  ?  =  fonct.  (x,  y,  5)H-  «^(a).  L'équation  (2  bis)  s'écrit 

alors 

p  —  4; ( a )  =  fonct. {x^y,  z); 

et  elle  ne  renferme  en  réalité  qu'w/?e  seule  constante,  Jl  —  <{/(*),  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 
Cela  posé  supposons  que  ■—■  ou      '^  contienne  a;  je  dis  qu'en  choisissant  con- 

0X  OZ 

venablement  a  et  p  dans  (2  bis)  on  peut  faire  en  sorte  que,  pour  x  tly  donnés, 
z  et  p  aient  des  valeurs  arbitraires.  Dérivons  en  effet  (2  bis)  par  rapport  à  x;  il 

vient 

âo  09 

0  =  -7^   -hp-r-9 
Ox       ^  ÔZ 
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sauraîl  donc  exister  de  relation  entre  x^y^  -s,/?;  d'où  la  nécessité 
que  les  équations  (i)  et  (5)  soient  les  mêmes. 

422.  Mode  d'intégration.  —  Voici  mainlenant  comment  La- 
grange  déduit  de  rintégrale  complète  ^  =  o  toutes  les  solutions  de 
la  proposée  (i). 

L'équation  (i)  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  résultat  de 
l'élimination  de  a,  ^  entre  (2),  (3)  et  (4),  peut  être  remplacée 
par  le  système  des  trois  équations  (2),  (3)  et  (4)?  où  les  inconnues 
sont  2:,  a  et  p  :  en  d'autres  termes,  intégrer  (i)  revient  à  trouver 
trois  /onctions,  z,  a,  p,  de  x  eiy^  vérifiant  (2),  (3)  et  (4).  Or  si 
l'on  dérive  (2)  par  rapport  k  x  et  y,  et  en  considérant  a  et  ^ 
comme  des  fonctions  de  x  et  y^  il  vient 

\  àx       "  dz        d%  dx       5B  d^  ~~    ' 


\  dy"^^  àz"^  di.  dy"^  d^  dy '^  ^' 


équations  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (3)  et  (4),  deviennent 

^^^  di  dx'^  d^p  dx  ■"^' 

^'^  di  ày^  d?  dy  ""^' 

et  le  système  des  équations  (2),  (6)  et  (7)  est  évidemment  équi- 
valent au  système  (2),  (3)  et  (4)  dont  on  l'a  tiré  :  car  (2) 
entraîne  (2')  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (6)  et  de  (7),  donne 
(3)el(4). 

Or  les  relations  (6)  et  (7)  sont  linéaires  et  homogènes  en  — 

et  -Tg;  deux  cas  sont  donc  à  distinguer  : 


équation  d'où  l'on  peut  tirer  a  en  fonclion  de  x^  y,  z  et  p,  puisque  a  y  figure 
par  hypothèse.  L'équalion  (2  bis)  donne  ensuite  p. 

Si  a  ne  figure  ni  dans  -p  ni  dans  -pi  il  figure  dans  -p;  alors  c'est  p  qu'il  faut 
éliminer  entre  (i)  et  (5);  on  obtient  ainsi  une  relation 

Ô,(a?,  j',  Zy  q)-9, 
dont  on  démontre  l'impossibilité  comme  ci-dessus. 
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I**  Le  déterminant  t-  -r^  —  -A  t-  n'est  pas  nul  :  les  relations 

ox  oy        ox  oy  * 

(6)  et  (7)  donnent  alors 

^=0,        ^=0, 

équations  qui,  jointes  à  ('2),  délerminent  z^  a  et  ^,  et,  par  élimi- 
nation de  a  et  ^,  Tinconnue  principale  z. 

On  obtient  ainsi  une  solution,  ^,  de  Téquation  proposée,  qui 
ne  contient  rien  d'arbitraire;  c'est  ce  que  Lagrange  appelle  la 
solution  ou  intégrale  singulière. 

2°  Si  le  déterminant  (Jacobien)  -r-  -A —  -r^  t-  est  nul,  cela 

^  ^   ox  oy        ox  oy  ' 

exprime  (Cours  de    i"^  année,  n**  51)  qu'il  existe  une  relation 
entre  a  et  p, 

(8)  P  =  ?(«). 

(p  étant  une  fonction  de  a,  quelconque  d'ailleurs.  Introduisons 
cette  hypothèse  dans  les  équations  (6)  et  (7),  celles-ci  deviennent 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  deux  manières  : 

a.  En  posant 

d%        â%  ,,   , 

-7—  =  -r-=o,         dou         a  =  const. 

dx       dy 

et,  en  vertu  de  (8),  p  =  const.;  on  retrouve  ainsi  l'intégrale  com- 
plète ^{x^yj  Zj  a,  P)=  o,  dont  on  est  parti. 

b.  En  posant 

(9)  dï^:dp-^^^)=^- 

Les  inconnues  Zy  cl^  ^  sont  alors  déterminées  par  les  trois  équa- 
tions (2),  (8),  (9) 

4»  =  o,         _  +  _ç(a)  =  o,  P  =  ?(«)» 
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OÙ  o  désigne  une  fonction  arbitraire.  I/élimination  théorique 
de  a  et  p  donnerait  une  solution,  5,  dépendant  d'une  fonction 
arbitraire;  c'est  cette  solution  que  Lagrange  appelle  solution  ou 
in  tégra  le  généra  le . 

Le  problème  de  déduire  d'une  intégrale  complcle  toutes  les 
autres  intégrales  est  ainsi  complètement  résolu. 

423.  Interprétation  géométrique.  —  L'intégrale  corpplèle 

où  a  et  ^  sont  des  constante^,  représente,  en  x^y,  3,  une  surface; 
en  faisant  varier  a  et  p,  on  obtient  une  rfoaô/e  in/î/it/^  de  surfaces, 
qui  sont  toutes,  par  hypothèse,  des  surfaces  intégrales  de  l'équa- 
tion proposée  (i). 

L'intégrale  singulière,  surface  obtenue  en  éliminant  a  et  Centre 

est  Venveloppe  de  ces  surfaces,  chaque  enveloppée  louchanl 
l'enveloppe  en  un  nombre  limité  de  points  (Tome  I,  n®  363).  Par 
exemple  si  les  surfaces  ^  =  o  sont  des  plans^  l'intégrale  singulière 
est  la  surface,  S,  que  touchent  tous  ces  plans,  chaque  plan  lou- 
chant l'enveloppe  en  un  seul  point. 

On  obtient  l'intégrale  générale  en  considérant  dans  la  série 
doublement  infinie  des  surfaces  ^  =  o  une  série  quelconque, 
simplement  infinie  [ce  qu'on  fait  en  établissant  entre  a  et  ^  uoe 
relation  quelconque,  ^  =  ©(a)]  et  en  prenant  l'enveloppe  des 
surfaces  (à  un  paramètre)  ainsi  déterminées.  £n  effet  les  équa- 
tions qui  définissent  l'intégrale  générale 

^C^ïJ', -,  «,  P)  =  o,         p  =  (p(a),         —  -i-_(p'(a)=o, 
donnent,  par  l'élimination  de  ^3, 

^[x,y,  z,  a,  9(a)]=o,  —  -+- —  (p'(a)=  o. 

Or  la  seconde  équation  a  pour  premier  membre  la  dérivée  de 
^[:r,  ^,  5,  a,  ^(a)]  par  rapport  à  a;  l'élimination  de  a  entre  les 
deux  dernières  relations  donne  donc   l'enveloppe   des  surfaces 
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^[j7,  j% -S,  a,  ©(a)]=  o,  ce  qui  démontre  la  proposition.  Les 
enveloppées  considérées  touchent  alors  leur  enveloppe  tout  le 
long  d'une  ligne  (caractéristique). 

424.  Exemple.  —  Si  les  surfaces  O  sont  les  plans  tangents 
d'une  surface  S,  l'intégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  plans,  c'est-à-dire  une  surface  dévelop- 
pable,  quelconque  d'ailleurs,  circonscrite  à  S. 

Autre  exemple,  —  Les  surfaces  4>  =  o  sont  des  sphères  de 
rayon  donné  11,  ayant  leurs  centres  dans  un  plan  II  :  l'intégrale 
singulière,  enveloppe  de  toutes  ces  surfaces,  est  l'ensemble  des 
deux  plans  parallèles  au  plan  II,  situés  à  une  distance  R  de 
celui-ci;  l'intégrale  générale  est  une  surface-canal,  enveloppe  des 
sphères  de  la  série  dont  les  centres  décrivent  une  ligne  quel- 
conque du  plan  H;  chacune  des  sphères  de  la  série  touche  celle 
enveloppe  le  long  d'un  grand  cercle. 

423.  En  résumé,  l'intégrale  singulière  est  l'enveloppe  des  sur- 
faces, en  nombre  doublement  infini,  représentées  par  l'intégrale 
complète,  chaque  surface  touchant  l'enveloppe  en  un  nombre 
limité  de  points;  l'intégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  surfaces,  chacune  de  ces  enveloppées 
touchant  l'enveloppe  le  long  d'une  ligne.  C'est  le  choix  arbitraire 
de  la  série  simplement  infinie  qui  introduit,  dans  l'intégrale  géné- 
rale, une  fonction  arbitraire. 

426.  Remarques.  —  i**  11  était  évident  a  priori  que  l'enve- 
loppe de  toutes  les  surfaces  ^  =  o,  ou  d'une  infinité  simple 
d'entre  elles,  serait  une  solution  de  la  proposée/(j7,^,^,/>,  ^)  =  o, 
car,  en  un  quelconque  de  ses  points,  l'une  ou  l'autre  enveloppe 
touche  une  des  surfaces  ^,  de  sorte  qu'en  ce  point  x^yy  z,  p^  q 
sont  les  mêmes  pour  l'enveloppe  et  pour  la  surface  <P  :  celle-ci 
vérifiant  la  proposée,  il  en  est  de  même  de  Tenveloppe. 

2"*  L'intégrale  singulière  est  l'enveloppe,  non  seulement  des 
surfaces  ^  =  o,  qui  répondent  à  l'intégrale  complète  considérée, 
mais  de  toutes  les  surfaces  données  par  l'intégrale  générale.  Gela 
résulte  de  ce  théorème  de  Géométrie  facile  à  établir  :  Soit  une 
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infînité  simple  de  surfaces  ^',  dont  chacune  touche,  en  un  ou 
plusieurs  points,  ax^a^^  .  .  .,  une  surface  S;  l'enveloppe  des  sur- 
faces ^'  touche  S  le  long  d'une  ligne  qui  est  le  lieu  des  points 

CL^  j  Cl^  f    •  •  •  • 

3®  11  y  a  une  infinité  d'intégrales  complètes;  on  les  obtient  en 
prenant  pour  'f  (a)  une  fonction  renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires. Elles  sont  donc  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans 
l'intégrale  générale. 

4°  La  solution  singulière,  S,  reste  la  même  quelle  que  soit 
l'intégrale  complète  dont  on  parte  :  car,  d'après  2^,  elle  est  aussi 
l'enveloppe  des  surfaces  correspondant  à  l'intégrale  générale,  ce 
qui  la  définit  complètement. 

431.  Au  point  de  vue  analytique,  la  solution,  js,  de  l'équation 
différentielle  ne  peut  être  effectivement  obtenue  sous  sa  forme 
générale,  puisqu'il  faudrait,  pour  l'obtenir,  éliminer  a  et  ^  entre 

*  =  o,         P  =  ?(a),         5ï;"*"  53^'(*)=^» 
ou,  encore,  éliminer  a  entre 
(lo)  *[a?,r»^»  «»  ?(«)]  =  <>        et        *'a=o, 

ce  qui  est  impossible  tant  que  l'on  ne  particularise  pas  la  fonction 
arbitraire  q.  On  ne  peut  donc  représenter  l'intégrale  générale 
par  une  seule  équation;  il  faut  les  deux  équations  (lo),  qui 
définissent  à  la  fois  l'inconnue  cherchée  ^,  et  une  inconnue  auxi- 
liaire a. 

Mais,  au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  représenter  para- 
métriquement  la  surface  intégrale  générale,  et  cela  d'une  iiianièx*e 
explicite.  Tirons  en  effet  des  deux  équations  (lo)  les  valeurs  de 
deux  des  coordonnées  x^  y,  z;  par  exemple  de  ^  et  de  5  :  ce 
calcul  est  possible  théoriquement,  puisque  ni  Xy  ni^,  ni  z  ne  sont 
engagés  sous  le  signe  de  la  fonction  arbitraire  <p.  On  aura  ainsi 

jr  =  Fi[:r,  a,  «p(a),  (p'(a)],         z  =  F,[x,  a,  ç(a),  ç'(a)]. 

et,  en  y  joignant  l'équalion  x  =  x,  on  aura  x^y  eiz  exprimés  en 
fonction  de  deux  paramètres,  x  et  a,  ce  qui  définit  la  surface  inté- 
grale générale.  Nous  verrons  une  application  de  cette  remarque 
au  n^  437. 
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4SS,  Remarques.  —  On  peut  aisément,  quand  on  connaît  une 
intégrale  générale  complète,  <I>  =  o,  obtenir  la  sur/ace  intégrale 
qui  passe  par  une  courbe  donnée;  il  suffît  pour  cela  de  prendre 
les  surfaces  ^(j?, y,  ^,  a,  |3)=  o  qui  touchent  cette  courbe;  elles 
sont  en  nombre  simplement  infini,  et  leur  enveloppe  est  une  sur- 
face intégrale  qui,  évidemment,  contient  la  courbe  (*). 

De  même  l'enveloppe  des  surfaces  4>(j:,  j%  :?,  a,  P)=:o  qui 
touchent  une  surface  donnée.  S,  est  une  surface  intégrale  cir- 
conscrite  à  2. 

429.  Détermination  d'une  intégrale  complète  de  /(>,  y,z,p^q)^o, 
—  D'après  la  théorie  qui  précède,  l'intégration  de  l'équation 

se  ramène  à  la  détermination  d'une  intégrale  complète,  c'est- 
à-dire  contenant  deux  constantes  arbitraires. 

A  cet  effet,  cherchons  à  adjoindre  à  l'équation  (i)  une  équation 
du  môme  type,  renfermant  une  constante  arbitraire,  a, 

et  telle  que  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  admette 
une  solution  5,  dépendant  dUine  constante  arbitraire,  ^  :  cette 


(*)  Je  dis  en  effet  que  si  des  surfaces  <I»,  en  nombre  simplement  infini,  louchent 
une  courbe  C,  leur  enveloppe  contient  celle  courbe.  Car,  dire  qu'une  surface  4» 
touche  C,  c'est  dire  qu'elle  coupe  C  en  deux  points  infiniment  voisins  m  et  m'; 
de  même,  une  surface  <!>',  voisine  de  4>,  coupe  C  en  m'  {fig*  91),  et  en  un  point 

Fig.  91. 


voisin,  m".  Le  point  m'  est  donc  commun  à  4>  et  à  4>',  et,  en  passant  à  la  limite, 
on  voit  que  la  surface  4>  est  coupée  par  la  surface  infiniment  voisine  suivant  une 
ligne  qui  passe  par  m.  Or  l'enveloppe  des  surfaces  4>  est  le  lieu  des  lignes  suivant 
lesquelles  chacune  d'elles  est  coupée  par  la  surface  infiniment  voisine  de  la  série; 
ce  lieu  contient  donc  le  lieu  du  point  m,  c'est-à-dire  la  courbe  C. 
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fonclîon  3,  coDlenant  les  conslanles  a  et  |B,  sera  dès  lors  une  inté- 
grale complète  de  (i). 

Or,  pour  que  le  système  (i),  (2)  admette  une  solution  js,  ren- 
fermant une  constante,  il  faut  et  il  suffit  (n°' 420  et  417)  que, 
p  el  q  étant  tirés  de  (1)  et  (2)  sous  la  forme 

P  =  X(a:,  y,  z),        q  =  Y(:r,  y,  z), 

les  fonctions  X  et  Y  vérifient  identiquement  la  condition  d'inté- 
grabilité  du  n°  417,  qui  est,  en  écrivant/?  et  </  à  la  place  de  X  et  Y, 

^    '  éy       oz  '        ox       oz  '^ 

Formons,  en  partant  des  équations  (i)  et  (2),  qui  définissent 
p  et  q,  les  dérivées  —  >  ^»  -^y  ^  qui  fi^^urent  dans  (3)  :  ce  sont, 

r         ^-i  Oy     Oz     Ox     âz    ^  ^  ^    '  ' 

par  définition,  les  dérivées  partielles  de  p  et  de  q  quand  on 
regarde  ces  quantités  comme  fonctions  des  variables  x^yj  -3,  sup- 
posées indépendantes. 

En  dérivant  par  rapport  à  œ  les  deux  équations  (i)  et  (2),  on  a 

Ox        dp  ùx        ôq  dx  ' 

ô^        0(^  dp         d^  ôq 

Ox        dp  dx        dq  dx         ' 

dq        dx  dp        dp  dx 

dx  ~^  d/   dîp        df  dtf 

dp  dq        dq  dp 

On  trouverait  de  même,  en  dérivant  (i)  et  (2)  par  rapport  à  y, 
puis  par  rapport  à  2, 

dp  ^       dy  dq        dq  dy 

dy  df   d<^        df  do 

dp  dq        dq  dp 

df  d^  df  d^  df  do  df  do 

dp            dz  dq  dq  dz             ôq  dz  dp  dp  dz 

dz  ""       df  d<f  df  d<p  dz  ~^  df  df^  of  d^ 

dp  dq  dq  dp  dp  dq  dq  dp 

et,  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  la  condition  d^intégrabilité  (3), 


d'où  l'on  tire 


• 
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celle-ci  devient 


(4) 


dp  dx       ùq  ùy       \     Op        ^  dq  )  dz 
f        \dx      ^dz/dp       \dy       ^dz/dq 


Elle  doit  être  (ii°*  417-418)  îdentîquement  vérifiée  en  x,  y^  z 
quand  on  y  a  remplacé/)  et  q  par  leurs  valeurs  en  x,  y^  z  tirées 
de  (i)  et  (2).  A  fortiori,  la  condition  d'intégrabilité  sera  satisfaite 
si  l'équation  (4)  est  une  identité  en  Xj  y,  z,  />,  q.  A  ce  point  de 
vue  cette  équation  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre, 
par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  inconnue  o,  les  variables 
indépendantes  étant  x,  y  y  z,  p^  q;  et  il  résulte  de  notre  analyse 
que,  si  o  est  une  solution  quelconque  de  (4),  le  système 
/{x,y,Zy  /?,  gr)  =  o,  o(x^yj  Zy  p,  q)=o  admettra  une  solution  ;;, 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  ^  (n"  418). 

Pour  obtenir  ainsi  une  intégrale  complète  de  y(a:,j^,  Zjp,q)z=o, 
il  suffira  donc  de  trouver  une  solution,  ç,  de  (4),  contenant  une 
constante  arbitraire,  a.  Or  l'intégration  de  l'équation  (4)»  où  les 
variables  indépendantes  sont  x^yy  z^  p,  q^  se  ramène  à  celle  du 
système  auxiliaire  d'ordre  quatre 

dx     _     dy dz  ^      — dp      ^       -—  dq 

\ôp/        \dqj        ^  dp       ^  ùq        ôx      ^  dz       dy       ^  Oz 

et,  si  cpi,  cpa,  fs,  ^4  sont  quatre  intégrales  premières  distinctes  de 
ce  système,  l'intégrale  générale,  o,  de  l'équation  (4)  est 

(6)  «p  =  F(9„  ç„  ç„  9*), 

F  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  donc  on  a  trouvé  une  seule 
intégrale  première  du  système  (5),  Çi(^,  ^,  5, />,  y)=  const.,  une 
so\Kkûon  particulière  cp,  de  (4),  sera,  en  vertu  de  (6), 

?  =  ?i-i-a, 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Avec  cette  valeur  de  o,  le  système  (i),  (2)  sera 

et  admettra,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  une  solution  ^,  qu'on 
H.  —  II.  3o 
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trouvera  par  la  méthode  du  n°  418,  qui  reDfermera  une  nouvelle 
constante,  ^,  et  sera  dès  lors  une  intégrale  complète  de  l'équation 
proposée  (i). 

430.  Remarque.  —  On  peut  observer  que  o  ==y(x,  ^,  -,/?,  q) 
vérifie  identiquement  Téquation  (4),  ce  qui  prouve  (n®  408),  que 
y=const.  est  une  intégrale  première  du  système  (5).  C'est  une 
autre  intégrale  première  de  ce  système  qu'il  faut  trouver,  car 
rhjpotlièse  ©I  =y introduite  dans  (7)  conduirait  aune  absurdité, 
si  a^o,  ou  à  une  indétermination,  si  a  =  o.  Toutefois  la  con- 
naissance de  l'intégrale  première  /=  o  permet  d'abaisser  d'une 
unité  Tordre  du  système  (5),  (n"  329),  c'est-à-dire  de  le  ramener 
au  troisième  ordre.  Celte  remarque  donne  la  mesure  de  la 
difficulté  du  problème;  on  voit  ainsi  que  l'intégration  de  l'équa- 
tion /(x,  y^  z^  />,  q)=io  se  ramène  à  la  recherche  d'une  intégrale 
première  d'un  système  canonique  d'ordre  trois,  qu'on  fera  suivre 
de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
(n"  428)  pour  déterminer  la  solution  du  système  (7). 

431.  Cas  de  réquation  /(^,  ^, />,  g)-    —    Si   l'équation    pro- 
posée (i)  ne  contient  pas  l'inconnue^,  c'est-à-dire  si  elle  est  du  type 

on  cherchera  une  fonction  ©,  de  même  forme,  telle  que  les  deux 
équations 

donnent,  pour  p  et  gr,  deux  fonctions  de  J7  et  de  y  pouvant  être 
les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  or  et  j^,  d'une  même  fonc- 
tion;;. Il  faut  pour  cela  (Tome  I,  n"* 327)  que  -^  =  -t^>  c'est-à-dire, 
en  tirant  ^  et  -p  des  équations  (8),  qu'on  ait 

(q)  îl^  ^  4.  ^  ^?  —  î^  ^  _  ^   £?  =  O. 

"  dp  àx       àq  ùy       Ox  Op       ùy  àq 

Si  donc  ç,  (ar,  j', /?,  5^)=  const.  est  une  intégrale  première  du 

système 

,     ,  dx  dy  —  dp         —  dq 


\dp)        \dq)        \0x)        \dy) 
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les  deux  équations 

définiront  deux  fonctions,  p  et  gr,  de  x  et  y  y  telles  que  -p  =  -5^. 

La  fonction  5,  dont  les  dérivées  partielles  sont  p  et  q^  vérifiera 
d'après  cela  l'équation  proposée /(^j?,^,  PiÇ)=  o^  et  sera  donnée 
par  la  formule  (Tome  I,  n**  327) 

(II)  ;;=    /     p{x,y)dx-h   j      q(jPo,  y)  dy -h  ^: 

ce  sera  donc  une  intégrale  complète  de  /{x,  y^  p^  q)=  o^ 
puisqu'elle  dépend  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  ^. 

Le  cas  particulier  examiné  ici  est  plus  simple  que  le  cas  général 
en  ce  que,  la  fonction  cp»  étant  obtenue,  on  n'a,  pour  trouver  z, 
qu'à  eQ'ectuer  les  deux  quadratures  (i  1),  au  lieu  d'avoir  à  intégrer 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

D'ailleurs  les  équations  (9)  et  (10)  sont  comprises  dans  les 
équations  (4)  et  (5)  du  cas  général. 

432.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

p^-^çy=fiip,  g)' 

Les  deux  dernières  équations  du  sj^stème  (lo)  donnent 

dp       dq  ,,   , 

—  =  — ^>  a  ou         7  =  a/?, 

p  q 

ce  qui  est  une  intégrale  première  de  (10).  Portant  la  valeur  q  =LOLp 
dans  la  proposée,  on  en  tirera  p  en  fonction  de  x^  y^  a;  on  en 
déduira  q^  qui  est  égal  à  a/?,  puis  une  intégrale  complète  ;:,  par 
le  procédé  ci-dessus. 

Si  par  exemple  la  proposée  est 


px^qy=pq, 


on  aura 


=   /  \'{3P-^aLy)dx->r(x-{-ay)djr\ 
=    /     ^(x-^ay)dx-\'  I     oLydy-i-^, 
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c'est-à-dire,  tous  calculs  faits, 

z  =  —  (rr-+-ar)*-h  S, 

intégrale  complète  de  la  proposée. 

433.  Cas  particuliers  divers.  —  Dans  quelques  cas,  il  est 
possible  de  découvrir  directement,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d^ap- 
pliquer  les  méthodes  générales,  une  intégrale  complète  de  Téqua- 
tion  /{x,  y^  s,  />,  q)  =  o.  Voici  des  exemples  : 

i*'  L'inconnue  z  et  Tune  des  variables  rr,  ou  y^  manquent  dans 
Téquation  :  si  y  manque,  résolvons  Téquation  par  rapport  à/>, 

on  voit  de  suite  que  si  l'on  pose  ^  =  a  (a  étant  une  constante),  d'où 
jo  =  ^}^(2?,  a),  la  condition  dUntégrabilité,  ^=  -p>  sera  satis- 
faite, ses  deux  membres  étant  nuls.  On  a  donc  une  intégrale 
complète  par  la  formule 


=    /  <j;(ar,  a)<iarH-a^ -+- p. 


2°  Si  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 
on  posera 

/i(a?, />)=/t(r»  y)  =  «> 

a  étant  une  constante  arbitraire,  d'où  Ton  tirera 

/>  =  ®i(ar,  «),         q  =  f^i(y,  a); 

p  étant  une  fonction  de  x  seul,  et  7  de  r  seul,  la  condition  -^  =  -2 

est  encore  satisfaite  (ses  deux  membres  étant  nuls)  et  une  intégrale 
complète  de  la  proposée  est 

-8=  /  ?i(a?,  a)dx-^J  Ot(y,  ix)dy-+'^. 

On  peut  appliquer  ce  procédé  aux  équations 

pq  =  xy,         /7*-*-^*  =  a?«-t-^«, 
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en  les  écrivant 


P-   -=    ^t  /?*  —  37*  =  ^*  —  y  », 


3**  Parfois  on  peut  apercevoir  immédiatement  une  intégrale 
complète;  par  exemple,  dans  le  cas  de  Véquation  de  Clairaut 
généralisée 

on  a  une  intégrale  complète  en  prenant 

a  et  ^  étant  deux  constantes;  car  cette  relation  donné  />  =  a, 
y  =  P,  et  ces  valeurs  de  s,  /?,  q  vérifient  bien  la  proposée.  Les 
surfaces  représentées  par  l'intégrale  complète  sont  des  plans,  dont 
l'enveloppe  s'obtient  par  l'élimination  de  a  et  p  entre 

cette  enveloppe  est  l'intégrale  singulière;  l'intégrale  générale  est 
une  surface  développable  quelconque  circonscrite  à  la  précé- 
dente (n«  423). 

4^  Une  équation  du  type /(x,  5, />,  çr)=  o,  qui  ne  renferme 
pas  l'une  des  variables  indépendantes,  ici  y,  se  ramène  au  type 
/{x^y^p^  q)=-oA\x  n°  431,  si  l'on  prend  j^  pour  inconnue,  x  ^l  z 
pour  variables  indépendantes. 

La  relation 

dz  =  p  dx  -^  q  ày,        ou         dy  =  —  —  dx  H dz^  • 


donne  en  effet 


d'où 


^.=-(2) 


y= 


dy  ^       p  ^.^^  __   '  . 

la  proposée  devient  donc 


/(   ^y  ^y  — -TT^TT'  TTTTr    l  =  o 


et  ne  contient  pas  l'inconnue  j^.  c.  q.  f.  d. 
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V.  —  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 

AU  PREMIER. 


434.  On  se  bornera  à  donner  quelques  exemples  d'intégration 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  :  Finlégrale 
générale  d'une  telle  équation  contient  (n®  405)  deux  fondions 
arbitraires. 

43o.  Il  peut  arriver  que  tous  les  termes  de  l'équation  soient 
des  dérivées  exactes  par  rapport  à  l'une  des  variables;  soit  par 

exemple  l'équation 

d^z         dz 

— ^— ^— ^  *~~  ^^^  • 

ôx  dy       dx  * 

on  en  tirera  de  suite,  en  intégrant  les  deux  membres  par  rapport 
à  x^ 

dz  .    . 

o(j^)  étant  une  fonction  arbitraire  dey  (car  la  constante  d'inté- 
gration ne  doit  être  constante  que  par  rapport  à  x).  On  est  ainsi 
ramené  h.  une  équation  du  premier  ordre  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles,  et  à  laquelle  s'applique  la  méthode  générale 
du  n«  412. 

436.  Si,  dans  l'équation  différentielle  proposée,  il  n'entre  que 
des  dérivées  prises  par  rapporta  l'une  des  variables,  on  regardera 
les  autres  variables  comme  des  constantes  et  l'on  aura  à  intégrer 
une  équation  différentielle  ordinaire  à  une  inconnue  et  à  une 
variable;  seulement  on  aura  soin  de  remplacer  les  constantes 
introduites  dans  l'intégration  par  des  fonctions  arbitraires  des 
variables  regardées  comme  constantes.  Soit,  par  exemple,  l'équa- 

tion 

d^z      -     dz  , 

dy^  dy 

en  y  regardant  x  comme  constant,  c'est  une  équation  linéaire,  à 
coefficients  constants,  sans  second  membre.  L'équation  caraclé- 
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rîstique  (n°  350)  est  ici 

5*  —  3XS  -}-  9.x*  =  O, 

ses  racines  sont  s  =  x  et  's  =  2X.  L'intégrale  générale  est  donc 

Ci  et  02  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x. 

437.  Donnons  une  application  géométrique  de  ces  considéra- 
tions. 

Problème.  —  Trouver  les  surfaces  sur  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  d'un  système  sont  situées  dans  des  plans  parallèles. 

Soit  z^=f{x^ y)  la  surface  cherchée;  posons  comme  d'ordi- 
naire -r^  =/?,  . . .,  -r— j  =  /',  .  • .  ;  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure  est  (Tome  I,  n°431) 

{^\pqt-s{i-¥-q*)\-¥-^[{\-\-p*)t-{i-^q*)r]-¥-s{i-¥-p*)-pqr^o. 

Si  nous  prenons  pour  plan  des  xz  un  plan  parallèle  à  ceux  des 
lignes  de  courbure  du  système  considéré,  l'équation  ci-dessus 
devra  être  vérifiée  ^ovw y  =z  const.,  dy  =  0,  c'est-à-dire  que  Ton 
aura,  pour  déterminer  z^  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

(1)  5(i-4-/>*)— i>yr  =  o, 

qu'on  peut  écrire 


pr  s 

J- =  —,  ou 


WD  (g) 


\-^  p*        q  i-hp*  q 

car  r=-^ys=^-r'  Sous  celte  dernière  forme  les  deux  membres 

ôx  Ox 

de  l'équation  différentielle  sont  des  dérivées  exactes  par  rapport 
a  X  (n°  435);  intégrons,  il  vient 

-  log(i  -h/?*)4-  const.=  logçr, 
la  constante  étant  une  fonction  arbitraire  dey^  que  nous  désigne- 
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rons  par  logy'(j^).  On  a  ainsi 

(2)  y=/l+/>»<p'(^), 

équalîon  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  ne  renferme 
ni  z  ni  x.  On  aura  donc  une  intégrale  complète  (n°  433,  i°)  en 
posant 

p  =  OL,        d'où        ^  =/i  H-  a*  ^'(y), 

a  étant  une  constante,  ce  qui  donne 

5=    /  (pdx-^q  dy)  =  aa?  +  /i-h  a»  <p(j^)H-  p, 

intégrale  complète  avec  les  deux  constantes  arbitraires  a  et  ^. 

L'intégrale  générale  de  (2),  c'est-à-dire  la  surface  cherchée, 
s'obtiendra  donc,  suivant  la  méthode  de  Lagrange,  par  l'élimi- 
nation du  paramètre  a  entre  les  deux  équations 


z  =  aa7-+-/i-+-a*9(^)-h  ^^(a), 

0=  j:  -l---=L==<p(7)H-f(a), 
VI  -t- a* 

^(a)  étant  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  a.  On  peut,  pour 
obtenir  une  représentation  paramétrique  de  la  surface  cherchée 
(n°  427),  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  à  x  et.à  js,  ce 
qui  donne 

/i  -+-  a» 

^=  _— 4=<p(^)-h^(a)--af  (a). 
VI  4- a* 

En  y  joignant 

on  a  trois  équations  qui  définissent  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  cherchée  en  fonction  de  deux  paramètres  a  el^,  et 
où  CD  et  ({^  sont  deux  fonctions  arbitraires. 

On  peut  simplifier  cette  représentation  paramétrique  en  posant 

?(r)=«i        d'où        ^  =  F(m), 
F  étant  évidemment  une  fonction  arbitraire,  puisque  f  Test. 
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On  a  ainsi 

/i-f-a» 
r  =  F(tt), 

z=      J!_  +4,(a)-af  (a); 
/i-+-a» 

les  deux  paramètres  sont  mainlenanl  a  et  u]  F  et  <{^  sont  les  deux 
fonctions  arbitraires  qui  doivent  figurer  dans  Téquation  générale 
des  surfaces  cherchées,  puisque  celles-ci  dépendent  d*une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (i)  du  second  ordre. 


EXERCICES 

SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES 
ET  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Exercice  I.  —  La  fonction  <p(5)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'intégrale  1(5), 

I(^)=    f\{u)du, 


soit  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan, 

La  valeur  la  plus  générale  de  !(«),  quand  on  déforme  la  ligne  d^in- 
tégralion,  est  obtenue  (n<^"  151-152)  en  ajoutant  à  Tintégrale  U,  prise 
le  long  du  segment  rectiligne  z^^z^  la  valeur  de  Tintégrale  prise  le 
long  d'un  nombre  quelconque  de  lacets.  Or  (n<»»  153-154')  Tîntégrale 
le  long  du  lacet  relatif  à  un  pôle  a  de  ^{z)  est  égale  (dans  le  sens 
positif)  à  2171  A,  A  désignant  le  résidu  correspondant;  on  a  donc  fina- 
lement 

I(z)=  U  -hairiXmi  Ai-+-  m,At-h.. .), 

A/  étant  le  résidu  de  ^{z)  relatif  au  pôle  a/,  et  m^  un  entier  «y/^e/- 
conque,  positif,  négatif  ou  nul.  Donc,  pour  que  \{z)  n^ait  qu'une 
valeur  pour  une  valeur  donnée  de  5,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les 
résidus,  A/,  de  ç(s)  soient  nuls. 

Cela  exige,  en  particulier,  que  tous  les  pôles  de  o(z)  soient  d^un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  i. 

Si  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  I(^)  est  non  seulement 
uniforme,  mais  méromorphe  dans  tout  le  plan.  En  effet  ses  seuls  points 
critiques  possibles  sont  (n^  110)  les  pôles  de  <p(«);  autour  de  Tun 
d'eux,  a,  on  a  d'ailleurs  (n»  131),  puisque  le  résidu  est  nul, 

^  (^  — a)*  {z  —  a)^ 


1 
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^(«)  étant  holomorphe  aux  environs  de  a,  et  Ton  en  conclut 


i M  B 

n  —  I  (-S  — a)'*"*       "**      z  —  a 


^(-^)=~  TT^  i^^"Ix/^i  —-'—T—z:  -*-const.-t-  f    ^(z)dz, 


ce  qui  montre  que  a,  pôle  d'ordre  n  de  o(^),  est,  pour  l(c),  un  pâle 
.  d'ordre  /i  —  i . 

f       .  ,     est  fonction  uniforme  de::. 

En  effet,  les  pôles  de  9(5)  sont  les  zéros  de  sin^,  c'est-à-dire  les 
points  z=zkTz,  Pour  avoir  le  résidu  correspondant,  posons  .s  =  At:4-/; 
il  vient 


sin'(^A*ir  ■+■  t)        sin*f 


=  —  H-Xo-+-Xj^'-i-..., 


car  le  développement  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l.  Le 
résidu  est  donc  nul,  ce  qui  établit  la  proposition.  On  a  d'ailleurs 
directement 


/ 


sin 

■»0 


du 

-—  =  —  (COt5  —  C0t-5o)« 

lu 


1^  L'intégrale    /    p'^udu  est  aussi  une  fonction  uniforme  de  z 

(/i  entier  positif);  car  autour  du  pôle  a  =  o,  par  exemple,  le  dévelop- 
pement de  p'*u,  fonction  paire,  ne  renferme  pas  de  puissances  im- 
paires de  Uy  donc  pas  de  terme  en  -»  et  le  résidu  correspondant  esi 
nul.  {Voir  à  ce  sujet  l'Exercice  IX.) 

Exercice  II.  —  Dans  les  mêmes  hypothèses,  quelles  sont  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  fonction  F(5), 

F(^)  =  «•'-0 
soit  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan? 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a,  pour  la  valeur  la  plus  générale 

deF(5), 

F(-5)  =  gU -♦-Î1ti(/Wi  Al  4- w,A, -»-...> 
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el,  pour  que  le  second  membre  ait  une  valeur  unique,  il  faut  et  il 
suffit  évidemment  que  tous  les  résidus,  Ai,  de^i^z)  soient  des  entiers 
positifs,  négatifs  ou  nuls. 

S'il  en  est  ainsi,  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  qu'autour  d'un 
pôle  a,  d'ordre  /i,  de  <p(5),  on  a 


/ 


I  M  R 

9(u)du=  7 — -— -,  — ••• h  Alog(^  —  a)-^^{z), 


d'où 

et  il  en  résulte  (n*>  100,  3<»)  que  le  point  a  est,  pour  F(.3),  un  point 
singulier  essentiel  lorsque  n  est  supérieur  à  j .  Si  /i  •=  i ,  c'est  un  pôle 
ou  un  zéro,  selon  que  le  résidu  A  est  négatif  ou  positif. 

Dès  lors,  si  l'on  veut  que  F(.s)  soit  non  seulement  uniforme,  mais 
méromorphe,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  pôles  de  ^{z)  soient 
simples  et  que  les  résidus  correspondants  soient  entiers.  Pour  que 
F(^)  soit  holomorphe,  il  faut  et  il  suffît  de  plus  que  ces  entiers  s^oienl 
positifs. 

Exemples,  —  i**  Soit  «(5)=i r>  h  étant  une  constante  : 

'^  *  ^     '         008^  -H  h 

peut-on  déterminer  h  de  manière  que  F(3)  soit  uniforme  dans  tout  le 
plan? 

Soit  a  un  pôle  de  ^{z)\  le  résidu  correspondant  est : —  ou 

"~         .  puisque  cosa  -f-  A  =  o.  En  exprimant  qu'il  est  égal  à  un 

entier  /i,  nous  avons 

/i«  =  I r  ou  /»  =  ±  -i , 

/i*  n 

relation  indépendante  du  pôle  considéré.  Donc,  si  A  a  une  valeur  de 
cette  forme,  la  fonction  F(^)  est  uniforme;  elle  est  de  plus  méro- 
morphe, car  (étant exclu  le  cas  de  h-=z±\,  c'est-à-dire  /2  =  oc)  les 
pôles  de  <p (s)  sont  simples. 

7^  Soit  (p(^)  zizpz'^  les  pôles  sont  doubles  et  les  résidus  nuls  :  donc 
F(c)  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  uniforme  de  z^  qui  admet 
les  pôles  de  pz  comme  points  singuliers  essentiels. 

Exercice  III.  —  La  fonction  o(j)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
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plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
y^çp(5)  soit  uniforme? 


Les  seuls  poînls  critiques  possibles  de  ^^(z)  sonl  (n°  100,  Re- 
marque)  les  zéros  et  les  pôles  de  <p(^);  autour  de  Tun  d\   \,  a,  oo  a 

^{z)  n^étant  ni  nul  ni  infini  pour  z  =  a.  Donc 

m 


et,  comme  ^^{z)  est  holomorphe  autour  de  a,  il  fautet  il  suffit,  pour 

que  y/îp(^)  soit  uniforme  autour  de  ce  point,  que  —  soit  entier,  c*esl- 

à-dire  que  m  soit  pair. 

Donc,  tous  les  zéros  et  tous  les  pôles  de  ^{z)  doivent  être  d^ ordre 

pair.  S'il  en  esl  ainsi,  il  est  clair  que  v©(-)  est  méromorphe  dans  tout 
le  plan. 

Exemples,  —  i°  Soit  ©(-«)==  i  —  cos-s  :  celle  fonction  n'a  pas  de 
pôles;  ses  zéros  sont  z  =  2 Aie;  chacun  d'eux  est  double,  car  la  déri- 
vée sin^  s'y  annule,  et  la  dérivée  seconde  cosc  ne  s'y  annule  pas. 

Donc  v^i  —  cos^  est  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  :  c'est 
une  fonction  holomorphe,  car  elle  n'a  pas  de  pôles.  EiTectivement,  la 

Trigonométrie  montre  que  celte  fonction  est  égale  à  y  2  sin  -  • 

2"  Soit  ç(-)  =:jo-  H-/i;  peul-on  déterminer  la  constante  h  de  ma- 

Dière  que  ^^^z)  soit  uniforme  dans  lout  le  plan? 

Les  pôles  de  pxî  -H  A  sont  ceux  de  p5  et  sont  doubles;  il  suffil  donc 
que  les  zéros  soient  aussi  d'ordre  pair.  Soît  a  l'un  d'eux  :  s*il  e^l 
multiple,  il  ne  peutêlre  que  double,' puisque  pj  + A  est  une  fonction 
elliptique  d'ordre  deux;  il  doit  donc  annuler  simultanément  pz  +  /i 
et  p'zt  c'est-à-dire  qu'on  a 

p'a  =  o,        d'où         a  =  wa 4- période 
et 

/i  =  —  pa  =  —  Cg. 

Les  valeurs  cherchées  de  h  sont  donc  les  quantités  — ei,  —  e«,  — e,. 
On  a  d'ailleurs  reconnu  directement  (n°*  200-201)  que  les  radicaux 

^pz  —  Cd  sont  bien  des  fonctions  méromorphes  de  s  dans  tout  le 
plan. 
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Exercice  IV.  —.  Calculer  r intégrale  réelle 

f        — ^^— r        (h  réel  et  >  I). 

^  00837-+- A  ^  ^ 

Faisons  le  changement  de  variable 

e'-r  =  u  ; 

lorsque  x  va,  par  valeurs  réelles,  de  o  à  211,  le  point  u  décrit  évidem- 
ment, dans  son  plan,  une  circonférence  C,  ayant  pour  centre  Torigine 

et  pour  rayon  ï.  On  a  donc,  puisque  dx  =  -r  — > 

/•  I  du  _  ^'    /*  ^^ 

yi        iu         I 

Le  trinôme  «*  -H  2  /i  «/  -h  i  a  une  seule  racine,  «^  zz  —  /i  -t-  sjh^  —  1 , 
comprise  à  l'intérieur  de  C,  c^est-à-dire  de  module  inférieur  à  j;  le 

résidu  correspondant  de  la  fonction  — ; ; est 

*  w-  H-  2  A  w  -h  1 


ou 


On  a  donc,  par  le  théorème  des  résidus. 


r"^  dx  __  .9.  T ITZ 


Exercice  V.  —  Intégrer  la  fonction  -e*  le  long  du  contour  d'un 
rectangle  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour  équations 

rr  =  a,        iF=  — X,       y  =  \       7=  — X  (X>o), 

en  faisant  tendre  X  vers  4-  00. 

Si  a  <C  o,  le  rectangle  ne  comprend  aucun  point  critique  de  -  e^,  et 

l'intégrale  est  nulle  ;  si  a  >  o,  le  rectangle  comprend  le  pôle  js  =  o  ;  le 
résidu  correspondant  étant  +1,  Tintégrale,  prise  dans  le  sens  posi- 
tif,  est  2 ICI. 

Je  dis  maintenant  que  l'intégrale  le  long  de  chacun  des  trois  der- 
niers côtés  tend  vers  zéro  pour  X  infini. 
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Car  : 

I®  Le  long  du  côté  j?  =  —  X,  on  a 

et 

mod  -  c*  =  mod  — ^^ r—  e-f^-^-^y  =    ,  <  -<—  ; 


module  inférieur  à  aX  -r— >  ou  2^7^,  quantité  nulle,  pour  X  =  x. 


comme  la  longueur  du  côté  est  2X,  Tintégrale  correspondante  a  son 

X 
2**  Le  long  du  côté  y  =±  X,  on  a 

z  =  X  zh  i\ 
et 

mod  -  €"=  •  ■  <  -^  9 

-  /^»-+-X«        >^ 

d^où,  pour  rintégrale  correspondante  I, 

modI<  /      -^ dx  =i  \{^^ — ^"■^)» 

quantité  qui  tend  bien  vers  zéro  pour  X  infini. 

LUntégrale  le  long  du  contour  se  réduit  donc  à  Pintégrale  le  long 
du  premier  côté  x=:a]  le  long  de  ce  côté,  on  a  5  =  a  4-  «/,  dz-=idy^ 
et  dès  lors,  par  ce  qui  précède, 

•/_.     ^  +  iy     -"       (     o  si        a<o. 

En  multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fonction  sous 
le  signe  /  par  a  —  iy^  et  égalant  les  parties  imaginaires  dans  les 
deux  membres,  on  a 


L 


aro8y-4- r  sinv   ,         (  ^'^        si        a  >  o, 

c« ^  dy  =  \ 

a^-^y^  -"       (    o  si        a<o, 


équations  qu'on  peut  écrire,  en  mettant  le  signe  de  a  en  évidence, 
r^'-aco^y-^yf^ny  r-^-^acos^r-^j^sinj. 

Finalement,  par  addition  et  soustraction,  on  trouve  les  formules 
«  /  T^'^  t  ^y  =   /         ^^^^^^rfr  =  7ce-«        {a>o). 
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Exercice  VI.  —  La  fonction  <p(5)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  la  fonction /{u), 

f{u)  =  <f{a]oQu)y        (a  =  const.) 
peut-elle  être  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  ut 

Les  points  critiques  possibles  de  f{u)  sont  (n®  100,  Remarque)  le 
point  £/=:o,  critique  pour  log(^,  et  les  points  <//,  oii  la  valeur  de 
alogu  est  celle  d^un  des  pôles  de  <f(^). 

En  un  de  ces  points  e//,  /(<^)  devient  infinie,  et  son  inverse  reste 
évidemment  holomorphe  aux  environs  :  le  point  considéré  est  donc  un 
pôle  de /(m). 

Le  seul  point  de  branchement  possible  pour  /(m)  est  donc  w  z=o. 

Lorsque  la  variable  u  tourne  une  fois  autour  de  ce  point,  dans  le 
sens  positif,  alo^u  se  reproduit,  augmenté  de  laiziy  et  la  fonction 
<p(alog£/)  devient  (p(alog^  +  2aic£)  :  elle  change  donc,  en  général, 
de  valeur,  et  le  point  //  =  o  est  un  branchement. 

Pour  qu^il  en  soit  autrement,  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

9(a  logtt)  =  o(a  logM  -h  aaici), 

quel  que  soit  a,  c^est-à-dire  que  la  fonction  ^{z)  admette  la  période 
laizi. 

Si  donc  f  ('â)  admet  une  période  2a),  et  si  a  est  égal  à  (»  Iiri,  la  fonc- 
tion t^{a\o^u)  sera  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u;  le 
point  £/  =o  sera  pour  elle  un  point  singulier  essentiel. 

Par  exemple,  la  fonction  F(w), 

F(a)  =:p(aloga), 

sera  uniforme  si  a  est  égal  a -. j  m^  et  m,  désignant  deux 

entiers,  quelconques  d'ailleurs,  et  2a)|,  sco,  étant  les  périodes  de  pz. 

Exercice  VII.  —  Soient  «j,  aj,  . . .,  a„  des  quantités  de  somme 
nulle;  exprimer  rationnellement  en  pu  et  p'u  la  fonction  ellip- 

tique 

^( u  —  ai)^(u  —  Uz)  . .  .  ^(ii  —  a„) 

Soit  ¥(u)  cette  fonction;  son  seul  pôle  (à  des  périodes  près)  étant 
u  =0,  et  le  résidu  correspondant  étant  nécessairement  nul,  on  a,  par 
la  formule  d'Hermite, 

F (  w  j  =  Ao -t-  Al  p  M  -h  Aj  p'  w   r- . . .  -4-  A„_j  p(«-»)  a, 
H.   -  II.  3i 
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les  A  désignant  des  constantes  à  déterminer.  Or,  en  exprimant  que 
F{u)  s'annule  pour  a  zz:  aj,  a,,  . . . ,  «/j-i,  on  trouve  évidemment 

I       pu          p'  u        ...        p("-s) u 
I       p^\        p'f^\       


F(u)  =  k 


I      P«/»-l      P'««-1      ..•      P^'*-'^«n-l 


k  étant  une  constante,  qu'on  déterminera  en  égalant  les  coefficients 
de  w'^  dans  les  développements  des  deux  membres  autour  du  pôle 
u  =  G.  Nous  laissons  au  lecteurvle  soin  de  ce  calcul. 

Exercice  VIII.  —  Montrer  que  la  fonction  —^ —  est  elliptique^  et 
trouver  son  expression  en  pu  et  p' u. 

De  la  formule 

a*  (a  -h  atoa)  =  —  e*^at«*+o)a)  c^m, 
on  déduit 

et  Ton  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction  proposée  admet  les 
périodes  20)1,  Qu),;  elle  est  donc  elliptique  :  son  ordre  est  trois,  car, 
dans  un  parallélogramme,  son  seul  pôle  est  le  pôle  triple  1/  =0;  ses 
trois  zéros  sont  évidemment  les  demi-périodes  o)},  coi,  0)3.  Elle  a  ainsi 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  p'u,  et  ne  diffère  dès  lors  de 
cette  fonction  que  par  un  facteur  constant.  Comme  d'ailleurs,  aux  en- 
virons de  u  =r  o,  on  a 

a'  2  M  _    J».  ,     _  —  2 

■  7      -  -     -  H- . . . ,         et        pu  —      -~    .  . .  •  ) 

le  facteur  constant  est  —  i;  et,  par  suite, 

a' 21/  , 

Exercice  IX.  —  Intégrer  un  polynôme  entier  en  pu  et  p'  u. 

En  remplaçant,  dans  ce  polynôme,  p'^ u  par  f\p^u  — gipu  —  ^,,  on 
le  met  sous  la  forme 

P(pw)-^-p'"Q(pw), 


P  et  Q  étant  des  polynômes  en  pu.  L'intégrale    /  Q{pu)p' udu 


se 
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calcule  immédiatement;  car,  par  le  changement  de  variable  pu  =  z. 
elle  devient  /  Q{z)  dz,  c'est-à-dire  l'intégrale  d'un  polynôme  en  ;;. 
Reste  donc  à  calculer 

/  V(pu)du        ou  /  p'"udu, 

m  étant  entier  et  positif. 

Au  lieu  d'avoir  recours  à  la  formule  d'Hermite,  on  procédera  comme 
il  suit.  On  a 

p'u  =  6p5^^—  -  A'j, 
d'où,  par  dérivations  successives, 

p'^u=iipup'uy        p"M  =  i?-pwfr)j)*i/— ^^sj  -^  i^iip^  n  ^  gip  u  —  gi) 

=  Ap'M-+-Bpw-hC, 
A.,  B,  C  étant  des  constantes;  et,  en  général,  on  aura 

P  étant  un  polynôme  entier,  d'ordre  /t  -h  J,  en  pu.  Les  relations  ainsi 
obtenues 

p'w  =  6p*M  —  T  S'ty        p"«  —  Ap3w -f- Bpa -H  G.         ..., 

p'in)u=ï>„^^(pu), 

permettent  d'exprimer  successivement  p*w,  p'«,  .  .  en  fonction  li- 
néaire de  puj  p" u.  p^Ui,  ...,  et  l'intégrale  /  p"^udu  s'en  déduit 
immédiatement. 

Exemple.  —   Soit  à  calculer     /  p'^udu.  On  a,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

p^^u  =  110  p^u  —  i8^ïp  w  —  r2^3, 

d'où 

p'^u  =  ^p^u  —  ffipu  —  é^3=  3^[P'^«-Hi8^jpa-M2^3]  — ^ipw-^3 

et 

p^udu—-^p  MH-T^jÇw— T^TsW-H  const. 

Exercice  X.  —    Décomposer  en   éléments  simples   la  fonction 

I 

— ^— ^— ^^— — ^—  • 

piu  —  pu 
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Les  zéros  du  dénominateur  sont  fournis  par  la  formule 

2  M  =  =b  a  -i-  Période, 

d'où  Ton  lire,  en  prenant  successivement  le  signe  —  elle  signe  -h, 
3m  =  2/niU)i -f- 2m2a)j         et         u  =  2mi  coi  + 2/712 ci>], 

ou,  en  négligeant  les  multiples  des  périodes, 

amito, -H  2m2U)5  ,  . 

U= ' T'  (''II,  ''Î2  =  O,   I,  2),  et  U  =  0. 

Or  a  =:o  n'est  pas  un  pôle  de  la  fonction  donnée,  c'est  un  zéro; les 
seuls  pôles,  évidemment  simples,  sont  donc  les  huit  quantités 

iniidii-h  2/^2(1)2 
a,=  3 , 

nii  et  nzi  prenant  les  valeurs  o,  i,  2,  le  système  o,  o  excepté.  Soit  «/ 

l'une  de  ces  quantités  ;  le  résidu  correspondant  de  la  fonction  proposée 

est 

I 

2p'(2a/)— p'at,' 

et,  comme  on  a  trouvé 

2»/  =  —  a/ -H  Période, 

p'{20ii)  est  égal  à  — p'»/;  le  résidu  est  donc  —  i  :  Sp'a^  et  la  formule 
d'Hermile  donne 

=  —  7!  T-T— ï("  —  a/)-hconsl. 

piu  —  pu  j^  3 p  a/ 

On  détermine  la  constante  en  écrivant  que  la  fonction  s'annule  pour 
u  =  o;  donc,  finalement, 


P2 


II— pu  ^^ÔpCLf 


Exercice  XI.  —  Calculer  les  intégrales 

/u  du  r        du 

pu-e^'         J    ^pu  —  eg,' 

Pour  obtenir  la  première,  observons  que  l'on  a  (n®  199) 

=  : ; [p(w  —  Wa)  —  «al, 
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d'où,  en  posant,  pour  simplifier,  {ca —  ^p)  («a —  ^y)  =  -7  > 

_L     /       ^^  =    /  u[p(u  —  (Oa)  —  ea]du 

11%         r 
=  —  ^a •-   /   «p(w  —  ^a)du^ 

et,  en  intégrant  par  parties, 

\      r     iidii  u'^  ^,  .        r ^,  .    , 

-y    I    =—  eoL MÎ(a  — a)a)-4-    /   î(w  — iOa)rfa 

ei  ,7    p  w  —  ea  '?^  J 

=  — «a aî(ii  — Wa)-^loga'(M  —  Wa)- 

Aa  seconde  intégrale  se  calcule  par  le  changement  de  variable 
pu  ^=z  Zy  d'où 

/du        _    r  dz ^ 

et  Ton  est  ramené  à  une  quadrature  classique  (Tome  I,  n°  218). 

Exercice  XII.  —  Décomposer*  p2«  en  éléments  simples. 

Soient  2101,  2  0)2  les  périodes  de  pu;  si  Ton  considère  p2u  comme 
une  fonction  elliptique  aux  périodes  2ci)i,  2(02,  ses  pôles  sont,  à  des 
périodes  près,  les  points  w  =z  o,  «  =  Wj,  m  =  wj,  m  z=:  (Oj,  dont  chacun 
est  évidemment  double.  On  a  d'ailleurs 


1 


^■^^  "^  TTn  -^■••'  r'^(wa-+-  0  =  p2<=  —;  -4-..., 

d'où  Ton  tire,  par  la  formule  d'Ilermite, 

piu  =  7  [pw  -^  J^("  —  wi)  H-  p(a  —  (t)j)  -4-  p(«i  —  (1)3)]  -h  const. 
4 

On  détermine  la  constante  en  faisant  ^^  =  o;  on  a  ainsi 

■; — ^  -i-Xa*-4-...=  j  (—^  -i-X'a*-+-...-+-ei-He2-h<î3-^----)-H  const., 

les  termes  non  écrits  s'annulant  pour  u  =0.  Comme  e,-|-<»|-f-  e^  est 
nul,  la  constante  elle-même  est  nulle,  et  il  reste 

^p2u  =  pu-\-  p{u  —  0)1  )  -+-  p(w  —  o)j)  -h  p(m  —  0)3). 


30 
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Exercice  XIII.  —  Ètudiej*  les  fonctions  f{u)  et  9  (m), 

f{u)=:     (cj_e3)3'ioW-h      (es— «i)3'jow-+-     (^1  — ej)a',o«, 
9(w)  =  ei(€i^  e^)  (f  10 u  -^  6^(63—  ei)  '^iou  -^  «3(«i— ^1)  o'ao"- 

D'une  manière  générale,  la  fonction  impaire  a y^i^-k-  a^:i^ff-\-  a^i, 
est  (n°  ^02)  elliptique,  aux  périodes  4^1,  4^«î  ses  pôles,  dans  un  pa- 
rallélogramme construit  sur  ces  périodes,  sonto,  2(ut,  ao)],  ao),,  pôles 
simples  {ibid.). 

Pour  /(  M  )  et  <p  (  w  ),  //  =  G  n'est  pas  un  pôle,  car,  aux  environs  de  ce 

point,  on  a  ^ao^=  — H...,  et  le  terme  en  —  disparaît dans/(w)  et  o(a), 

parce  que  les  sommes  ^(^p — ^y)  et  ^^a(^p — ^y)  ^^"^  nulles.  On 

en  conclut  que/(w)  et  9(w)  sont  des  fonctions  elliptiques  d'ordre  trois, 
aux  mêmes. pôles  (simples)  acoa* 

Etudions  de  plus  près  les  développements  de  f{u)  et  ^{u)  autour 
de  uz=  o. 

On  a,  en  utilisant  la  formule  du  binôme, 

Cao  u  =  /p  u  —  <?a  =  -  /'  —  «fa  '**-*"  ^i  "*-+-••  • 

I  ' 

u^  J 

= 1 ( —  ea  a*  -H  Cl  a*  -h  Cj  «*  h-  . . .  ) 


Ki-) 


I .  a .  2£ 


(—  eati^-T-  Ciit^-\-. . .) 


2 


M        a  \     8  a  /  \  a  4  !<>      / 

d'où  Ton  lire  sans  difHculté,  en  tenant  compte  de  eaH- efp-+- e^^i^o, 

/(a)=—  ^"»^^î(ep— Cy)-4-a"(        )-4-..., 

Le  point  ur=zo  est  donc  un  zéro  simple  pour  <p(i/)  et  triple  pour 
/{u)  :  c'est,  par  suite,  le  seul  zéro  (à  des  périodes  près)  de /(a),  qui 
est  d'ordre  trois. 

D'après  cela,  le  quotient  y — -9  qui  n'a  pas  d'autres  pôles  que  les 
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zéros  de/(tt),  admet  le  seul  pôle  ^  =  0,  qui  est  double;  et,  autour  de 
ce  point,  on  a 

11  n'y  a  pas  de  terme  en     >  puisque  —^ — -»  quotient  de  deux  fonctions 

impaires,  est  paire;  il  n^y  a  pas  de  terme  constant,  parce  que  les 
termes  en  u^  et  «/*  manquent  respectivement  dans  <p(w)  et/(w). 

On  en  conclut,  par  un  raisonnement  souvent  fait,  qu^on  a  identi- 
quement 

?(m)  _     /a\  _  giÇgj— g3)q'iot^-Heg(e3--gi)q'2of/  -t-g.i(gi—  gt)<ytoa 
/(")~\2/~        (gj— g8)<3'io"-l-(g3— gi)o'îo"-t-(gi  — g3)a'jott 

Exercice  XTV.  —  Exprimer  p—  en  fonction  de  pu. 

On  pourrait  partir  de  Téquation  qui  donne  p2a  en  fonction  de  pu; 
il  sera  plus  simple  de  profiter  du  résultat  précédent. 

Soit  pu=^puof  Uq  étant  donné;  les  valeurs  de  J^fr)  seront  évi- 
demment 


Uo 


(t  +  '-')'       p(t^'"*)'       pI"?-*-"")- 


Or  la  formule  finale  de  TExercice  XIII,  où  Ton  remplace  u  par  Uq  et 
'3'ao("o)  parypWo — ^a»  donne  p —  en  fonction  de  pu^y  les  radicaux 
ayant  la  détermination  qui,  pour  £/o=  o,  a  la  valeur  principale  —  Si, 

Uq 

dans  cette  formule,  on  change  Uf^  en  2/9+ 2 (Oq^,  les  fonctions  ^^0(1/0)  et 
3'yo(£/o) changent  de  signe,  ^'«^(wo)  est  inaltérée  (n*» 202)  :  donc,  enfin,  les 

quatre  valeurs  de  p  ->  lorsque  pu  est  donné,  sont  fournies  par  la  for- 
mule 

tt  __  g|(g2  — g>)/pM  — gi-t-ga(g3— gi)v/j3M  — ga-hg3(gi  — gQy/pM— g» 
'■^  (gj — ez)^pu  —  gi-i-(g3 — gi)V^pw  —  gj-H  (gi—  ^%)^pu  —  gj 

les  trois  radicaux  prenant  tous  les  signes  possibles,  mais  chacun  d^eux 
ayant,  au  numérateur,  le  même  signe  qu'au  dénominateur. 

Exercice  XV.  —  Trouver  la  relation  qui  lie  les  périodes,  2Wi  et 
2(0,,  de  pu,  lorsque  g^  est  nul. 
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Soit  posé 
e  et  &'  sont  ]es  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité.  On  a,  puisque 

et,  par  suite,  en  vertu  des  formules  du  n®  204, 

r^'""         dz  r""         dy 

|i)j  r=     I  »  (1)]=     I  î^ • 

Posons,  dans  la  seconde  intégrale,  y  z=zzz\  nous  trouvons 
ce  qui  donne 

0)^=  £0)1. 

Telle  est  la  relation  cherchée;  réciproquement,  si  Ton  a  a),=z  ecoi,  je 
dis  que  g^  est  nul.  Car,  en  substituant  à  (o,  cette  valeur,  dans  Texpres- 
sion  de  g^  en  fonction  des  périodes  (n®  185),  on  a 

6o 


_  bo   "^  I 


ce  qu'on  peut  écrire  aussi,  en  remplaçant  m^  et  /n,  respectivement  par 
/Wj —  /Wj  et  —  /Ttj, 

_  6o   ^'  I  _    6o    '^'  1 

on  en  conclut 

^j£  =  ^t,         d'où        ^5=0.  <:.  Q.  p.  n. 

La  relation  0)2^=  eo)}  peut  prendre  une  autre  forme  :  comme  on  a 

e* -f-  £  -I- I  =  o, 


on  aura  aussi 

O)}  -h  0)1  0)j  -H  0)|  =  o. 

Exercice  XVI.  —  Peut-on  déterminer  la  constante  X  de  manière 
que  j>{\u)  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  pul 

Si  la  fonction  p{\u)  est  rationnelle  en  pu,  elle  admet  les  périodes 
a (1)1  et  2  0))  de  pu.  Réciproquement,  si  celte  condition  est  remplie, 
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p(Xw),  fonction  elliptique  aux  périodes  2wi  et  atoj,  s'exprime  ration- 
nellement en  pu  et  p' u  :  comme  elle  est  paire,  il  est  clair  que  p' u  ne 
peut,  dans  Texpression  obtenue,  figurer  que  par  son  carré,  c'est-à-dire 
que  pCku)  est  rationnel  en  pu. 

Tout  revient  donc  à  exprimer  que  p(Xm)  admet  les  périodes  20), 
et  2a)j,  c'est-à-dire  qu'on  a 

pCku  -h  aXtOa)  =  p(Xa); 

il  faut  et  i[  suffit,  pour  cela,  que  2Xa>i  et  2Xa>2  soient  des  périodes 
de  pe/.  On  a  donc,  en  désignant  par  les  m  et /ides  entiers,  quelconques 
d^ailieurs, 

(  Xa)i  =  m'toi -h  n'w.., 

/  A  0)2  =  m  0)1  -h  /i  0)3. 

On  en  déduit,  par  division, 
0)1        m'o)i  -f-  n'o)j 


0)t  771 0)1+  rnài 


ou  mo)|-i-(/i  —  m')o)|0)2 — /i'o)3  =  o, 


relation  quadratique  homogène,  à  coefficients  entiers,  entre  o)i  et  o),. 
Cette  relation  n'est  une  identité  que  si  m  :=:  /i  —  /7i'=  /l'rz:  o;  les  équa- 
tions (i)  donnent  alors  X  =  /i  :  le  multiplicateur  X  est  donc  un  entier 
quelconque,  et  p(Xii)  s'exprime  rationnellement  enpu.  C'est  la  mw/- 
tiplication  ordinaire. 

Si  la  relation  quadratique  n'est  pas  une  identité,  c'est-à-dire  si  les 
périodes  sont  liées  par  une  équation  du  type 

(2)  Ao)î-f- Bo)io)t-h  Co)|  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  multiplicateurs  X,  non  entie^^s,  répondant  à  la  question 
posée. 

Il  suffit  en  eflet  de  prendre 

■ 

(3)  X= — [A6iO|H- po),], 

6  et  p  désignant  des  entiers  quelconques;  on  aura  aussi,  en  vertu 

de  (2), 

(4)  x=  —  [(p  — eB)o),— ceo),], 

0)1 

de  sorte  que  2X0),  et  2X0)1  seront  bien  des  périodes  de  pu. 

Pour  que  le  rapport  des  périodes  àe  pu  soit  imaginaire,  il  faut  que 
B* —  4A.C  soit  négatif;  dès  lors  la  valeur  (3)  de  X,  où  Ton  remplace 
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—^  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  est  imaginaire,  c^est-à-dire  que  tous  les 

multiplicateurs  sont  imaginaires  :  de  là  le  nom  de  multiplication  com- 
plexe, donnée  à  la  propriété  dont  il  s^agit. 

Il  n^  a  donc  multiplication  complexe  que  si  les  périodes  vérifient 
une  relation  du  type  (2);  on  peut  en  donner  de  suite  deux  exemples 
simples. 

1°  Si  ^j  est  nul,  on  a  vu  (Exercice  XV)  que  a),  =  Êa)i,  e  étant  une 
racine  cubique  imaginaire  de  Tunité,  ce  qu^on  écrit  aussi 

a>î  H-  WitDj-h  a)|  =  o, 

relation  du  type  (2).  On  aura  un  multiplicateur  X  par  la  formule  (3), 
où  l'on  fera 

A=i,         6  =  1,         P  =  o,         d'où         X=— i  =  -- 

(1)*  s 

Ainsi  p[ -9  o,  ^3]   doit  s'exprimer  rationnellement   en   fonction   de 

p(Uy  Oygi)  :  effectivement,  la  formule  d'homogénéité  (8)  du  n**  206, 
où  l'on  pose 

X  =  e*        et        ^1  =  o, 

donne 

P(^>   Oygz)   =Ê*P(M,0,  ^3). 

2°  Si  gz  est  nul,  on  a  (n*>  234,  Note) 

ou 

(dJ  -h  to|  —  o, 

relation  du  type  (2).  Un  multiplicateur  X  sera  donné  par  (3),  où  Ton 
fera 

A  =  6  =  i,         p  =  0,         d'où         X  =  -  : 

effectivement,  si  l'on  pose,  dans  la  formule  d'homogénéité  de  pu, 

X=  — I         et        ^j  =  o, 


on  trouve 


pf  Y'  ^*'^)  =^P("»^«'^)- 


Exercice  XVII.  —  Montrer  que  le  rapport  anharmonique  des 
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quatre  tangentes  que  Von  peut  mener  à  une  cubique  plane  par  un 
de  ses  points  est  constant,  quel  que  soit  ce  point. 

Supposons  la  cubique  représentée  paramétriquement  (n°  215)  sous 
la  fornne 

ap'u-h  bpu-h  c^         "^        ap'u-\- bpu-{- c  ' 

et  soil  h  Targument  d'un  point  quelconque  M  de  ]a  courbe.  Les 
quatre  tangentes  T,  T,,  T,,  T3,  menées  de  M  à  la  cubique,  touchent 

celle-ci    respectivement    (n®    219)    aux    points    d'arguments > 

Jm 

1-  Cl),, \-  a>9, h  oj,:  soient  T  ==  o  l'énuation  cartésienne, 

2  •!  '  'À  ^ 

en  a?  et  /,  de  la  première;  Q  =  o  celle  d'une  seconde  tîroile,  quel- 
conque d'ailleurs,  passant  par  M,  Les  droites  issues  de  M  auront  pour 
équation  générale  Q  —  XT  =  o,  et  la  droite  T  correspond  à  X=:oo. 
Les  trois  autres  tangentes  Tj,  Tj,  T3  correspondront  à  des  valeurs 
Xj,  X,,  X,  de  À,  et  le  rapport  anharmonique  (T,  Tj,  Tj,iT3)  sera  égal 

,  As  —  Ai 
a  ^ ;—  • 

X|— Aj 

Calculons  maintenant  Xj,  X^,  X,. 

11  suffît,  pour  obtenir  X^,  d'écrire  que  la  droite  Q  —  XaT  r=  o  passe 

par  le  point  d'argument H  w^  sur  la  cubique;  on  a  donc 

X    -^ 
Aa  —  >,,  ' 

en  supposant  les  coordonnées  courantes,  x  et  y,  remplacées,  dans 

t. 

Q  etT,  par  leurs  valeurs  au  point \-  0)^.  Or,  si  l'on  substitue  à 

X  et  j',  dans  QrT,  leurs  valeurs  (i)  en  «,  on  obtient  une  fonction 
elliptique,  ^(w),  du  type 

nt'p'  u  H-  n'p  u  -H  r' 
nip' u  -h  npu  -H  /* 

les  m,  72,  /*  étant  des  constantes;  les  seuls  pôles  possibles  de  cp({/)  sont 
les  zéros  du  dénominateur,  c'est-à-dire  les  arguments  des  points  oîi  la 

droite  T  =:  o  coupe  la  cubique,  à  savoir  /j,  —  -  > ;  les  zéros  pos- 

sibles  de  ^{u)  sont  de  même  les  arguments  des  points  où  la  droite 
Q  =^  o  coupe  la  cubique,  c'est-à-dire  A,  et  deux  quantités  de  somme 
égale  à  —  h,  U  en  résulte  que  la  fonction  ^{u)  n'admet  que  le  pôle 
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double y  et,  dès  lors,  en  vertu  de  ]a  formule  d'Hermite,  elle  peut 

se  mettre  (n°  195)  sous  la  forme 

o{u)  =  ap(u-h  ^j  -+-6, 

a  et  b  étant  des  constantes. 

Cela  posé,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 


>^a  =?(---  -4-  wa j  =  aca-i-  b, 


et  le  rapport  ^-^ — =-  est  égal  à  ' — ~  :  il  est  donc  indépendant  de  h. 
c'est-à-dire  du  point  initial  M,  pris  sur  la  cubique.         c.  Q.  F.  D. 

Exercice  XVIII.  —  Montrer  que  si  «>(^,  y)  est  fonction  halo- 
morphe  de  x  et  y  aux  environs  du  système  de  valeurs  x^^^a^  y^=iby 
V équation  différentielle  en  y 

(I)  ^^^'^(•^'•^^ 

n^ admet  qu*une  solution  prenant  la  valeur  b^  pour  x-=  a. 

D'après  le  théorème  de  Gauchy  (n®*  322-324.)  l'équation  (i)  admet 
une  solution,  y{x)y  qui  se  réduit  à  b  pour  j?=  a,  et  qui  est  fonction 
holomorphe  de  x  autour  du  point  a.  Supposons  qu'il  y  ait  une  seconde 
solution,  holomorphe  ou  non,  prenant,  pour  j:  r=  a,  la  valeur  6,  et 
représentons-la  par  y{x)-\-  u{x)\  la  quantité  u{a)  sera  nulle  et  l'on 

aura 

div-^u) 

-^ ^  ^{x,y~\-u); 

d'où 

du  .  N         /         V 

—  =  r,^{^x,y-\-u)—o{x,y). 

Le  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  de  u  autour  du  point 
i/r=o,  en  vertu  même  de  l'hypothèse  faite  sur  'f  (^,  y);  cotnme  il 
s'annule  pour  w  =r:  o,  quels  que  soient  x  et  y,  il  contient  en  facteur 
une  puissance  entière  de  u  (n°  126),  et  l'on  a 

du  ,  , 

^{Xy  y,  u)  ne  devenant  pas  infini  pour  a  rr  o,  du  moins  lorsque  x  et  y 
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ont  des  valeurs  suffisamment  voisines  de  a  et  6.  Supposons  mainte- 
nant y  et  u  remplacés,  dans  ^^  par  y  (a?)  et  u{x)\  on  pourra  écrire 

la  fonction /(j?)  demeurant  finie  aux  environs  de  «r  =  a.  Intégrons 
les  deux  membres  le  long  d^un  petit  arc  quelconque  partant  du  point  a, 
nous  avons 

— ^  r — T7 77—1=  rV(^)^^- 


ni 


Le  second  membre  est  évidemment  fini,  le  premier  est  infini,  puisque 
u{a)  est  nul;  l'égalité  est  donc  impossible. 
Dans  le  cas  où  m  serait  égal  à  i,  on  aurait 


\o^u{x)  —  \o'^u[a  )  —    I     f{x)dx 


relation  également  impossible. 

On  en  conclut  que  l'équation  (i)  ne  peut  admettre  d'intégrale,  se 
réduisant  à  b  pour  j?  =  a,  autre  que  l'intégrale  holomorphe. 

Ce  théorème,  par  une  autre  démonstration,  s'étend  à  un  système 
différentiel  canonique  d'ordre  quelconque. 


FIN    DU    TOME   SECOND. 


